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采用 Matlab 语言的计算机仿真微球体消光率特性研究
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　　摘 　要 :采用 Matlab 语言进行仿真并对 Mie 理论中消光率 (归一化消光截面) 的数学性质进行

理论分析与数值计算 ,讨论了消光率曲线的波纹结构与尺寸参数 x 的关系以及波纹结构的峰值与

Mie 散射振幅 an ( x , m) 、bn ( x , m) 的对应关系。研究了消光率曲线波纹结构的近似周期与相对折

射率 m 的关系 ,并给出了计算机仿真运行结果。结果表明 ,消光率随 x 的变化曲线具有波纹结构 ,

当相对折射率 m 增大时 ,这一现象变得不明显 ;当 m 为实数 ,且 m ≤2 时 ,消光率曲线的波纹结构

具有单一周期性 ,并且波纹结构的峰值出现的位置与 Re [ an ( x , m) ]、Re [ bn ( x , m) ]的峰值出现的

位置相对应 ;当 m 为复数时 ,只要满足| Im( m) | < 0. 01 ,波纹结构仍具有相同的近似周期 ,只是振

荡的振幅减小了 ,| Im( m) | 越大 ,波纹结构的振荡振幅越小。计算机仿真结果可为微球体光学性质

的研究提供参考。
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Abstract : The mathematical character of the extinction efficiency (normalized extinction cross section) is

analysed and the numerical computation by Matlab language computer simulation is studied. The relationships

between the ripple structure of the extinction efficiency and the size parameter x , the peak value of the ripple

structure and the amplitude of Mie scattering an ( x , m) , bn ( x , m) are discussed. The relationship between

the approximate periodicity of the ripple structure and relative refractive index m is also discussed. The result

shows that the relation curve of the extinction efficiency and the size parameter x has ripple structure , which

becomes faint as x is large ; when the relative index m is real and m ≤2 , the ripple structure has single peri2
odicity , and positions of the peak values of the ripple structure are corresponding to the positions of peak val2
ues of Re[ an ( x , m) ]and Re[ bn ( x , m) ] . When m is complex and | Im ( m) | < 0. 01 ,the ripple structure

also has the same periodicity , however , the oscillation amplitude of the ripple structure
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becomes weaker. The larger | Im( m) | is , the weaker the oscillation amplitude of the ripple structure is. The

computer simulation results of this paper can provide reference for further study of microsphere.
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0 　引 　言

对口径接近入射光波长的光学元件进行分析时 ,

入射光在透镜表面的衍射引起幅度和相位的变化 ,以

至影响到透镜的聚焦性能 ,因此标量衍射理论与矢量

衍射理论都不能对透镜的光学性质进行分析。

目前 ,在直径与光波长数量级相同的光学元件分

析中用得最多的理论是 Mie 理论。G. Mie 在 1908 年

发表的一篇论文[1 ]中 ,在电磁理论的基础上 ,对平面

单色波被一个位于均匀媒质中具有任意直径及任意

成分的均匀球衍射得出了严格解。以后 ,很多学

者[2～9 ]把 Mie 理论在各个领域中完善、扩展 ,解决各

自领域的相关问题 ,至今人们对 Mie 理论的研究仍在

进一步深入。

本文针对 Mie 理论中消光率 (归一化消光截面)

这一重要参数的数学性质进行了理论分析与数值计

算 ,讨论了消光率曲线的波纹结构与尺寸参数 x 的

关系以及波纹结构的峰值与 Mie 散射振幅 an ( x ,

m) 、bn ( x , m) 的对应关系。还研究了消光率曲线波

纹结构的近似周期与相对折射率 m 的关系。

1 　消光率曲线性质的理论与数值分析

电磁波被真空中或均匀非吸收介质中的球状颗粒

的散射可以Mie 散射理论形式给出[3～5] ,该理论的精确

解可通过矢量球谐波展开形式得到。消光率公式为 :

Qext ( x , m) =
2
x2 ∑

∞

n =1

(2 n + 1) Re[ an ( x , m) + bn ( x , m) ]

(1)

式中 　an ( x , m) 、bn ( x , m) 为 Mie 散射振幅 ,其计算

公式为 :

an ( x , m) =
mψn ( mx)ψ′( x) - ψn ( x)ψ′n ( mx)

mψn ( mx)ξ′n ( x) - ξn ( x)ψ′n ( mx)
　

(2)

bn ( x , m) =
mψn ( x)ψ′( mx) - ψn ( mx)ψ′n ( x)

mξn ( x)ψ′n ( mx) - ψn ( mx)ξ′n ( mx)
(3)

式中 　ψn ( x) 和ξn ( x) 是 Riccati2Bessel 函数 ; m 是球

与介质之间的相对折射率 ; x 是球的尺寸参数 , x = kr

= 2πr/λ, r 是球的半径 ,λ是入射光波在真空中的

波长。

光波被球状颗粒散射的消光率的一个重要性质

是消光曲线上会出现波纹结构 ,而且该结构呈现出一

定的周期性 ,如图 1 所示。

图 1 　消光率与尺寸参数 x 的关系

　 Fig. 1 　Relationship between the extinction

efficiency and the size parameter x

1. 1 　消光率曲线波纹结构的峰值

这种波纹结构可用归一化消光截面的 Mie 分波

展开式 (公式 (1) ) 来解释。因为只有 an ( x , m) 和 bn

( x , m) 的实部在公式 (1) 中出现 ,所以波纹结构产生

的原因是 an ( x , m) 和 bn ( x , m) 的实部出现了极值。

因此 ,波纹结构在特定的尺寸参数 x 位置的狭窄尖

峰是由散射系数 an ( x , m) 和 bn ( x , m) 的实部在特定

的 x 的狭窄尖峰决定的。这样的狭窄尖峰称为谐振。

由于能量守恒 , an ( x , m) 和 bn ( x , m) 的实部是

以 1 为界的[6 ] :

0 ≤Re[ an ( x , m) ] ≤1 (4)

0 ≤Re[ bn ( x , m) ] ≤1 (5)

公式 (4) 、(5) 中的相对折射率 m 是实数。因此谐振

的峰值就出现在 Re ( an ( x , m) ) = 1 或 Re ( bn ( x , m) ) =

1 的位置 ,如图 2 所示。

依次类推 ,以后的波纹结构的峰值分别对应着

b17、a17、b18、a18 ⋯⋯。
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图 2 　m = 1. 5 时 ,Re ( a15) 、Re ( b15) 、Re ( a16) 、Re ( b16)的峰值分别对

应着消光率波纹结构的 4 个峰值

Fig. 2 　Peaks of Re ( a15) 、Re ( b15) 、Re ( a16) 、Re ( b16) are corresponding to

the four peaks of the ripple structure of the extinction efficiency ,

when m = 1. 5

1. 2 　消光率曲线波纹结构的近似周期与相对折射率

m 的关系

1. 2. 1 　m 为实数且 m ≤2 时的情形

在 x µ 1 且 m - 1 ν 1 时 ,Van de Hulst 推导出消

光率的近似表达式[2 ] :

Qext ( x , m) ≈ 2 1 -
sin[2 x ( m - 1) ]

x ( m - 1)
+ 　　

　1 - cos[2 x ( m - 10) ]
x2 ( m - 1) 2 (6)

当 x 足够大时 ,公式 (6) 中含有 x - 2的项可以忽略 ,那

么消光率随 x 变化曲线的周期振荡由 sin [ 2 x ( m -

1) ]项决定 ,振荡周期为 :

Δx =
π

m - 1
(7)

这与消光率的精确表达式 (1) 的数值计算结果相符。

Van de Hulst [2 ]指出消光率随 x 变化曲线的周期振荡

的极大值与极小值序列是由入射光的直线传播的那

部分光波与被介质球衍射的那部分光波相互干涉的

结果。因此 ,消光率随 x 变化曲线的结构称为干涉

结构 ,公式 (6)能正确地说明消光率的干涉结构及其

周期。由于公式 (6)是以 m - 1 ν 1 为前提的 ,因此它

不适用于大的相对折射率 m ,然而在实际应用中 ,只要

满足 m < 2. 0 ,公式 (6)的近似结果还是比较理想的。

当 x µ n2/ 2 时 ,Re ( an ( x , m) + bn ( x , m) ) 可用

渐近表达式[9 ]表示 :

Re[ an ( x , m) + bn ( x , m) ] ～

( m + 1)2

m2 + 1
sin2[ ( m - 1) x] +

( m - 1)2

m2 +1
sin2[ ( m + 1) x] + 2

m2 - 1
m2 +1

2

sin[ ( m - 1) x]sin[ ( m +1) x]cos2mx

1 -
m2 - 1
m2 +1

2

cos22mx

(8)

Re[ an ( x , m) ] ～
(sin mxcos x - mcos mxsin x) 2

sin2 mx + m2cos2 mx
(9)

Re[ bn ( x , m) ] ～
( msin mxcos x - cos mxsin x) 2

m2sin2 mx + cos2 mx
(10)

令α=
( m + 1) 2

m2 + 1
,β=

( m - 1) 2

m2 + 1
,γ=

m2 - 1
m2 + 1

2

,则公

式 (8)可简化为 :

Re[ an ( x , m) + bn ( x , m) ] ～

αsin2 [ ( m - 1) x ] + βsin2[ ( m + 1) x ] + 2γsin[ ( m - 1) x ]sin[ ( m + 1) x ]cos2 mx
1 - γcos22 mx

(11)

α、β、γ的比例关系如图 3 所示。由图 3 可知 ,当

0. 5 ≤m ≤2 时 ,β/α≤0. 2 ,γ/α≤0. 2 ,即αµβ ,αµ
γ,则公式 (11) 可简化为 Re [ an ( x , m) + bn ( x , m) ]

～αsin2[ ( m - 1) x ]。因此 ,只要满足 0. 5 ≤m ≤2 ,消

光曲线的波纹结构都是以Δx =π/ ( m - 1) 为近似周

期的 ,如图 4 所示。

图 3 　β、γ与α的比例关系

Fig. 3 　Ratio relation of β、γto α

　图 4 　m ≤2 时 ,消光率曲线的波纹结构都是以Δx =

π/ ( m - 1)为近似周期的

Fig. 4 　Periodicities of the ripple structure of the extinction efficiency are

allΔx =π/ ( m - 1) , when m ≤2
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1. 2. 2 　m 为实数且 m > 2 时的情形

当 m > 2 时 ,系数α、β不能忽略 ,当相对折射率

m 增大时 ,波纹峰值之间的距离会变小 ,波纹结构会

失去单一的周期性 ,而变得粗糙杂乱 ,峰值与凹陷会

变得更尖锐。当 m = ∞时 , Re [ an ( x , m) + bn ( x ,

m) ] = sin2 x + cos2 x = 1 ,消光率曲线没有干涉结构 ,只

能对光完全反射 ,这与计算结果一致 ,如图 5 所示。

图 5 　m > 2 时 ,消光率波纹结构没有单一的周期 , m 越大 ,振荡的

振幅越小

Fig. 5 　Ripple structures of the extinction efficiency have no single period2

icity ,when m > 2. The larger m is , the smaller the oscillation am2

plitudes are
1. 2. 3 　m 为复数时的情形

当相对折射率 m 是复数时 ,通过数值计算可以

得出 ,只要 m 的虚部足够小 ( | Im ( m) | ≤0. 01) ,消光

曲线的干涉结构的周期与 m 为实数时基本相同。当

m 的虚部增大时 ,Re[ an ( x , m) ]与 Re [ bn ( x , m) ]会

变小 ,因此 ,干涉结构的振荡幅度也随之减小。说明

m 的虚部变大时 ,小球对光的吸收增强了 ,干涉现象

随之减弱了 ,如图 6、7 所示。

图 6 　m 为复数 (| Im( m) | ≤0. 01) 时消光率的波纹结构的周期基

本不变 ,只是振荡的幅度变小

Fig. 6 　Periodicity of ripple structure of the extinction efficiency does not

change , but the oscillating amplitude is reduced , when m is com2
plex and | Im( m) | ≤0. 01

图 7 　对应于不同的 m ,消光率与 x 的关系曲线

Fig. 7 　The relation curves of extinction efficiency and x corresponding to

different m

2 　结 　论

由以上的分析可知 ,当相对折射率 m 为实数 ,且

m ≤2 时 ,消光率曲线的波纹结构具有单一周期性 ,

并且波纹结构的峰值与 Re[ an ( x , m) ]、Re[ bn ( x , m) ]

的峰值相对应。当 m 为复数时 ,只要满足| Im( m) | <

0. 01 ,波纹结构仍具有相同的近似周期 ,只是振荡的振

幅减小了 ,| Im( m) | 越大 ,波纹结构的振荡振幅越小。
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