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ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙ能带模型的 ＭＡＴＬＡＢ分析与计算

王忆锋，唐利斌

（昆明物理研究所，云南 昆明６５０２２３）

摘　要：综合利用ＭＡＴＬＡＢ提供的求解常微分方程、矩阵行列式、代数表达式化简及绘图等函
数，可使ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙ能带模型分析计算的工作量大为减少。讨论了 ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙ模型衍
生的相关概念和现象。该方法具有编程简单，使用方便、实用性强等特点。
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１　引　言
ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙ模型是分析晶体能带结构的一

个基本模型，在半导体理论中有着重要应用。该模

型较为全面的分析过程涉及常微分方程、线性代数、

数值计算、计算机程序设计等多方面内容，若没有合

适的辅助工具或方法，要实际着手对它做一遍分析

的工作量较大。综合利用 ＭＡＴＬＡＢ提供的求解常
微分方程、行列式计算、化简及绘图等命令或功能，

可使ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙ能带模型的分析计算工作大为
简化，具有可操作性或可及性。

２　ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙ能带模型
任意势函数下的一维定态薛定谔波动方程

如下：

ｄ２φ
ｄｘ２
＋８π

２ｍ［Ｅ－Ｖ（ｘ）］
ｈ２

φ＝０ （１）

式中，φ（ｘ）是波函数 φ（ｘ，ｔ）的空间部分；ｈ为普朗

克常数；ｍ为粒子质量；Ｅ为能量；Ｖ（ｘ）为势场函
数。文献中多在式（１）引入约化普朗克常数 （＝
ｈ／２π），由于程序字符集中没有相应的单一字符表
示，故本文选用ｈ。

如果Ｎ个原子以ａ为周期排列，则构成一个一
维晶体周期势场Ｖ（ｘ），并且 Ｖ（ｘ）具有和晶体相同
的周期，即有：

Ｖ（ｘ＋ａ）＝Ｖ（ｘ） （２）
　　如图１所示，可以将一维晶体的晶格势场近似
为宽度为 ｂ，周期为（ａ＋ｂ），高度为 Ｖ０的方势阱，
并有：

Ｖ（ｘ）＝０　　（０≤ｘ＜ａ）
Ｖ（ｘ）＝Ｖ０ （－ｂ≤ｘ＜０{ ）

（３）
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图１　一维周期势函数的ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙ模型

Ｆｉｇ．１　ｔｈｅｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｅｒｉｏｄｉｃｐｏｔｅｎｔｉａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅ

ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙｍｏｄｅｌ

　　周期势场中的波函数φ（ｘ）是布洛赫（Ｂｌｏｃｈ）函
数，即有：

φ（ｘ）＝ｕ（ｘ）ｅｘｐ（ｉｋｘ） （４）
式中，ｋ为波数；ｕ（ｘ）是以（ａ＋ｂ）为周期的周期函
数，并有：

ｕ（ｘ）＝ｕ１（ｘ）　　（０≤ｘ＜ａ）

ｕ（ｘ）＝ｕ２（ｘ）　　（－ｂ≤ｘ＜０{ ）
（５）

及：

φ（ｘ）＝
ｕ１（ｘ）ｅｘｐ（ｉｋｘ）　　（０≤ｘ＜ａ）

ｕ２（ｘ）ｅｘｐ（ｉｋｘ）　　（－ｂ≤ｘ＜０{ ）
（６）

将式（６）代入式（１），根据微积分中的导数运算
规则，可以求出：

ｄ２ｕ１（ｘ）
ｄｘ２

＋ｉ２ｋ
ｄｕ１（ｘ）
ｄｘ －（ｋ２－α２）ｕ１（ｘ）＝０

（０≤ｘ＜ａ）
ｄ２ｕ２（ｘ）
ｄｘ２

＋ｉ２ｋ
ｄｕ２（ｘ）
ｄｘ －（ｋ２－β２）ｕ２（ｘ）＝０

（－ｂ≤ｘ＜０















）

（７）
其中：

α＝２π ２槡ｍＥ
ｈ （８）

β＝
２π ２ｍ（Ｅ－Ｖ０槡 ）

ｈ （９）

由式（８）和式（９）可知，参数α与总能量Ｅ有

关；而参数β除了与总能量 Ｅ有关外，还与势函数
Ｖ０有关。
３　ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙ模型的ＭＡＴＬＡＢ分析与计算

利用 ＭＡＴＬＡＢ的 ｄｓｏｌｖｅ（）命令，容易求出式
（７）所示的两个常微分方程的通解为：

ｕ１（ｘ）＝Ｃ１ｅｘｐ［－ｉ（ｋ－α）ｘ］＋

Ｃ２ｅｘｐ［－ｉ（ｋ＋α）ｘ］

ｕ２（ｘ）＝Ｃ３ｅｘｐ［－ｉ（ｋ－β）ｘ］＋

Ｃ４ｅｘｐ［－ｉ（ｋ＋β）ｘ










］

（１０）

式中，Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４为待定系数，其确定需要引入连
续性条件。

在势垒和势阱界面处的连续性条件可以写为：

φｊ（ｘｊ）＝φｊ＋１（ｘｊ）

φ′ｊ（ｘｊ）
ｍｊ

＝
φ′ｊ＋１（ｘｊ）
ｍｊ＋

{
１

（１１）

式中，ｍｊ和 ｍｊ＋１为电子在势垒或势阱中的有效质
量。在定性讨论中，一般假设 ｍｊ＝ｍｊ＋１＝ｍ

［１］，于

是界面处的连续性条件简化为：

φｊ（ｘｊ）＝φｊ＋１（ｘｊ）

φ′ｊ（ｘｊ）＝φ′ｊ＋１（ｘｊ{ ）
（１２）

考虑到式（６），可以写出：
ｕ１（０）＝ｕ２（０）

ｕ′１（０）＝ｕ′２（０{ ）
，
ｕ１（ａ）＝ｕ２（ａ）

ｕ′１（ａ）＝ｕ′２（ａ{ ）
（１３）

由于周期性，ｕ（ｘ）和 ｄｕ／ｄｘ在 ｘ＝ａ和 ｘ＝－ｂ
处具有同样的值。于是上述两组边界条件可以合并

写为：

ｕ１（０）＝ｕ２（０）

ｕ１（ａ）＝ｕ２（－ｂ）

ｕ′１（０）＝ｕ′２（０）

ｕ′１（ａ）＝ｕ′２（－ｂ










）

（１４）

将式（１０）代入式（１４），整理后可以写出下列矩
阵方程：

１ １ －１ －１
ｅｘｐ［－ｉ（ｋ－α）ａ］ ｅｘｐ［－ｉ（ｋ＋α）ａ］ －ｅｘｐ［ｉ（ｋ－β）ｂ］ －ｅｘｐ［ｉ（ｋ＋β）ｂ］
－ｉ（ｋ－α） －ｉ（ｋ＋α） ｉ（ｋ－β） ｉ（ｋ＋β）

－ｉ（ｋ－α）ｅｘｐ［－ｉ（ｋ－α）ａ］ －ｉ（ｋ＋α）ｅｘｐ［－ｉ（ｋ＋α）ａ］ ｉ（ｋ－β）ｅｘｐ［ｉ（ｋ－β）ｂ］ ｉ（ｋ＋β）ｅｘｐ［ｉ（ｋ＋β）ｂ











］

·

Ｃ１
Ｃ２
Ｃ３
Ｃ













４

＝０

（１５）
　　根据线性代数理论，要使常数 Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４具
有非零解，式（１５）的系数行列式必须等于零。此条
件方程又称为久期方程［２］。

文献［３］指出：“行列式的计算是非常复杂的”。

利用ＭＡＴＬＡＢ可以使这一繁杂的计算过程大为简
化。具体来说，就是首先按照ＭＡＴＬＡＢ语法规则［４］

将式（１５）写为一个矩阵，再调用行列式计算函数
ｄｅｔ（）即可。计算结果如下：

１７７激 光 与 红 外　Ｎｏ．７　２０１０　　　　　　　　　　王忆锋等　ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙ能带模型的ＭＡＴＬＡＢ分析与计算



ｅｘｐ（－ｉ（ａｋ＋ａａｌｐｈａ－ｂｋ－ｂｅｔａｂ））ｂｅ
ｔａ^２＋ｅｘｐ（－ｉ（ａｋ－ａａｌｐｈａ－ｂｋ＋ｂｅｔａｂ））

ａｌｐｈａ^２＋４ｅｘｐ（２ｉｂｋ）ｂｅｔａａｌｐｈａ－２ｅｘｐ（－
ｉ（ａｋ＋ａａｌｐｈａ－ｂｋ＋ｂｅｔａｂ））ａｌｐｈａｂｅｔａ－
２ｅｘｐ（－ｉ（ａｋ＋ａａｌｐｈａ－ｂｋ－ｂｅｔａｂ））ａｌ
ｐｈａｂｅｔａ－ｅｘｐ（－ｉ（ａｋ＋ａａｌｐｈａ－ｂｋ＋ｂｅｔａ

ｂ））ｂｅｔａ^２＋ｅｘｐ（－ｉ（ａｋ＋ａａｌｐｈａ－ｂｋ－ｂｅ
ｔａｂ））ａｌｐｈａ^２－ｅｘｐ（－ｉ（ａｋ＋ａａｌｐｈａ－ｂｋ＋
ｂｅｔａｂ））ａｌｐｈａ^２－ｅｘｐ（－ｉ（ａｋ－ａａｌｐｈａ－ｂｋ
－ｂｅｔａｂ））ｂｅｔａ^２＋ｅｘｐ（－ｉ（ａｋ－ａａｌｐｈａ－ｂ

ｋ＋ｂｅｔａｂ））ｂｅｔａ^２－ｅｘｐ（－ｉ（ａｋ－ａａｌｐｈａ－
ｂｋ－ｂｅｔａｂ））ａｌｐｈａ^２－２ｅｘｐ（－ｉ（ａｋ－ａａｌ
ｐｈａ－ｂｋ－ｂｅｔａｂ））ａｌｐｈａｂｅｔａ－２ｅｘｐ（－ｉ

（ａｋ－ａａｌｐｈａ－ｂｋ＋ｂｅｔａｂ））ａｌｐｈａｂｅｔａ＋４

ｅｘｐ（－２ｉａｋ）ｂｅｔａａｌｐｈａ
利用 ｓｉｍｐｌｅ（）命令对上述结果逐步合并化简，

最后可得其值为：

４ｅｘｐ［－ｉｋ（ａ－ｂ）］｛ｓｉｎ（αａ）ｓｉｎ（βｂ）（α２＋β２）－
２αβ｛ｃｏｓ（αａ）ｃｏｓ（βｂ）－ｃｏｓ［ｋ（ａ＋ｂ）］｝｝

由于上式左端的指数项不为零，欲必须使其中

的｛…｝项为零，由此可以写出：

－α
２＋β２
２αβ

ｓｉｎ（αａ）ｓｉｎ（βｂ）＋ｃｏｓ（αａ）ｃｏｓ（βｂ）＝

ｃｏｓ［ｋ（ａ＋ｂ）］ （１６）
当电子被束缚在晶体中时，主要关注的是０＜

Ｅ＜Ｖ０的情况
［３］。于是式（９）中的 β为纯虚数，如

令β＝ｉγ，利用 ＭＡＴＬＡＢ可以看到，ｃｏｓ（ｉｘ）＝
ｉｃｏｓｈ（ｘ），ｓｉｎ（ｉｘ）＝ｉｓｉｎｈ（ｘ）；故式（１６）可以写为：

γ２－α２
２αγ

ｓｉｎ（αａ）ｓｉｎｈ（γｂ）＋ｃｏｓ（αａ）ｃｏｓｈ（γｂ）＝

ｃｏｓ［ｋ（ａ＋ｂ）］ （１７）
如果保持Ｖ０ｂ为常数，使Ｖ０→∞，而ｂ→０，这时

势场形状将化为一个 δ函数。由于 Ｖ０ Ｅ，
ｓｉｎｈ（γｂ）≈γｂ，ｃｏｓｈ（γｂ）≈１，故式（１７）变为：

Ｐｓｉｎ（αａ）
αａ

＋ｃｏｓ（αａ）＝ｃｏｓ（ｋａ） （１８）

其中：

Ｐ＝
４π２ｍＶ０ｂａ
ｈ２

（１９）

式（１８）本身并不是薛定谔方程的解，只是给出
了薛定谔方程有解的条件［３］。另外，Ｐ值的大小在
某种程度上反映了电子被束缚的程度［２］。

将式（１８）左边以 αａ为变量，画出的函数
ｆ（αａ）的曲线如图 ２所示。程序中取 Ｐ＝３π／２，

ａ＝１。这是因为 ｆ（αａ）是一个振荡函数，当取 ａ＞１
时，波形较密，不宜于曲线标注说明。

α

图２　函数ｆ（α）＝３πｓｉｎ（α）／（２α）＋ｃｏｓ（α）的曲线

Ｆｉｇ．２　ｔｈｅｃｕｒｖｅｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｆ（α）＝３πｓｉｎ（α）／（２α）＋ｃｏｓ（α）

　　根据定义，波数 ｋ为实数；另外，周期参数 ａ为
（正）实数，－１≤ｃｏｓ（ｋａ）≤１，故式（１８）左边的值在
－１和１之间。对于本文中的算例，取 Ｐ＝３π／２，
ａ＝１，这时式（１８）变为：
３πｓｉｎ（α）
２α

＋ｃｏｓ（α）＝ｃｏｓ（ｋ） （２０）

这是一个超越方程，其解分布在图２中虚线所
示的各区域中。从图中可以看出，许可的能量状态

只存在于以虚线画出的带状区域；在它们之间的区

域不满足式（２０），即不存在许可的能量状态，这些
区域被夹在中间形成带状。这些带状能量区域称为

能带，其中，含有许可的能量状态称为允（许）带；不

存在许可的能量状态的区域称为禁（止）带。

ＭＡＴＬＡＢ提供了可用于寻找函数ｆ（ｘ）＝０的根
的零点函数ｆｚｅｒｏ（）［４］。但对于式（２０）的求解来说，
更简单的方法是定义一个函数：

ｙ（α）＝３πｓｉｎ（α）２α
＋ｃｏｓ（α）－ｃｏｓ（ｋ）

将 α的取值区间细分到足够密的程度，例如
１００００点，逐点判断，直到找出满足给定误差例如
｜α｜＜１０－３的取值点。这一过程可以通过执行下述
程序实现：

ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｐｈａ＝ｓｏｌｖｅａｌｐｈａ（ｓｔａｒｔｐｏｉｎｔ，ｅｎｄｐｏｉｎｔ，Ｎ，ｋ）
ｆｏｒｘ＝ｓｔａｒｔｐｏｉｎｔ：（ｅｎｄｐｏｉｎｔｓｔａｒｔｐｏｉｎｔ）／Ｎ：ｅｎｄｐｏｉｎｔ
ｙ＝３ｐｉ／２ｓｉｎ（ｘ）／ｘ＋ｃｏｓ（ｘ）－ｃｏｓ（ｋ）；
ｉｆａｂｓ（ｙ）≤０．００１　　ａｌｐｈａ＝ｘ；　　ｅｎｄ
ｅｎｄ
调用该程序，可求出 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ各允带对应的

（ｋ，α）值，其中ｋ为偶数点的（ｋ，α）值如表１所示，
表中还列出了各允带和禁带的宽度。其中禁带宽度
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是两个相邻允带边界 α值之差，根据式（８）可以
写为：

Δαｉ＝αｉ－αｉ－１∝ Ｅ槡 ｉ－ Ｅｉ－槡 １∝ΔＥｉ （２１）

从表１可见，随着α（α∝槡Ｅ，即能量 Ｅ）值的增
加，允带宽度增大，禁带宽度变窄，逐渐趋近自由电

子的情形［５］。

表１　图２中Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ各允带对应的（ｋ，α）值
Ｔａｂ．１　ｔｈｅ（ｋ，α）ｖａｌｕｅｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅａｌｌｏｗｅｄｅｎｅｒｇｙｂａｎｄｓｏｆＡ，Ｂ，ＣａｎｄＤｉｎＦｉｇ．２

允带Ａ
ｋ ０ ０．２π ０．４π ０．６π ０．８π π 允带Ａ宽度：０．８９１０

α ２．２５０６ ２．３１９３ ２．５０７３ ２．７６８１ ３．０２３６ π

允带Ｂ
ｋ π １．２π １．４π １．６π １．８π ２π 允带Ｂ宽度：１．５７０２

α ４．７１３０ ４．８６２９ ５．２１６３ ５．６４８０ ６．０６６７ ２π 禁带ＢＡ宽度：１．５７１４

允带Ｃ
ｋ ２π ２．２π ２．４π ２．６π ２．８π ３π 允带Ｃ宽度：２．００８１

α ７．４１６７ ７．６４７６ ８．１１０６ ８．６２９３ ９．１３３９ ３π 禁带ＣＢ宽度：１．１３３５

允带Ｄ
ｋ ３π ３．２π ３．４π ３．６π ３．８π ４π 允带Ｄ宽度：２．２８０５

α １０．２８５９ １０．５８４０ １１．１０９０ １１．６７０７ １２．２２０２ ４π 禁带ＤＣ宽度：０．８６１１

　　一般情况下，式（８）可以改写为：

（αａ）２＝８π
２ｍａ２

ｈ２
Ｅ （２２）

故从（１８）中求出 α后，即可求出能量本征值

Ｅ。可以波数ｋ为横轴，以８π
２ｍａ２

ｈ２
Ｅ为单位作纵轴，

可以画出能量与波数之间的 Ｅ－ｋ曲线示意图［５］。

具体到这里的算例，因为取ａ＝１，则有：

α２＝８π
２ｍ
ｈ２
Ｅ （２３）

这时画出的Ｅ－ｋ曲线如图３中粗实线所示，其
中的禁带宽度在数值上满足下列关系：

ΔＥｉ＝Ｅｉ－Ｅｉ－１∝α
２
ｉ－α

２
ｉ－１＝（αｉ－αｉ－１）（αｉ＋

αｉ－１） （２４）

　　波数／ｋ

图３　ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙ模型的Ｅ－ｋ曲线（粗实线），虚线为

自由电子模型的结果

Ｆｉｇ．３　ｔｈｅＥｖｅｒｓｕｓｋｄｉａｇｒａｍ（ｔｈｉｃｋｌｉｎｅ）ｏｆｔｈｅＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙｍｏｄｅｌ

ｇｅｎｅｒａｔｅｄｆｒｏｍＦｉｇ．２．ｔｈｅｄａｓｈｅｄｃｕｒｖｅｉｓｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｆｒｅｅ

ｅｌｅｃｔｒｏｎｍｏｄｅｌ

　　在本算例中，从下至上，三个禁带的宽度分别是

１２．３４２８，１５．５２８８和１６．９７２９，即禁带宽度是随着能
量Ｅ的增加而变宽；显然，这与前面从图２中得出

的随着槡Ｅ的增加、禁带宽度变窄的结论不一致。这
种差异应是由于本文主要考虑算法、采用无量纲定

性分析所致。注意到：

ΔＥｉ＝Ｅｉ－Ｅｉ－１＝（Ｅ槡 ｉ－ Ｅｉ－槡 １）（Ｅ槡 ｉ＋ Ｅｉ－槡 １）

（２５）

因此只要满足（Ｅ槡 ｉ＋ Ｅｉ－槡 １）＜１的条件，随着
能量Ｅ值的增加，允带宽度增大，禁带宽度变窄的
结论仍然成立。

　　由于式（１８）中右侧的 ｃｏｓ（ｋａ）为余弦函数，
故有：

ｃｏｓ（ｋａ）＝ｃｏｓ（ｋａ＋２ｎπ）＝ｃｏｓ（ｋａ－２ｎπ）
（２６）

其中，ｎ为正整数。将Ｅ－ｋ曲线以２π为周期进行
平移，式（１８）仍然成立。图４显示了曲线不同部分

　　波数／ｋ

图４　Ｅ－ｋ曲线中不同允带以２π为周期进行平移的结果

Ｆｉｇ．４　ｔｈｅＥｖｅｒｓｕｓｋｄｉａｇｒａｍｓｈｏｗｉｎｇｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｓｅｖｅｒａｌ

ｓｅｃｔｉｏｎｓｏｆａｌｌｏｗｅｄｅｎｅｒｇｙｂａｎｄｓｗｉｔｈｐｅｒｉｏｄｏｆ２π
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经过平移后的效果，其中－π＜ｋ＜π（一般情况下为
－π／ａ＜ｋ＜π／ａ）之间的区域称为第一布里渊区或
简约布里渊区［３，５］，它被用来表示晶体的能带结构。

通过波数平移，可以把所有的能带平移到第一布里

渊区来表示。式（２６）还意味着即使用 ｋ＋２ｎπ／ａ
或ｋ－２ｎπ／ａ替换波数ｋ，式（１８）右侧的值也不变。
因此，即使给定 α或 Ｅ，也不能唯一地确定波数 ｋ。
只有在第一布里渊区部分的波数ｋ才能意义［５］。

４　结束语
ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙ模型本意是要通过求解薛定谔

方程得到波函数，但其结果并没有给出波函数，而是

通过一维周期性势函数建立的单晶晶格模型，它表

明晶体中存在着能带，即晶体中的电子处于一系列

被禁带隔离的允带中［３］。这是因为其过于简单，不

适于用来精确描述实际晶体中的电子状态，即使对

于周期势场也无法精确求解［５］。但文献［２］也指出
ＫｒｏｎｉｇＰｅｎｎｅｙ模型“是一个能严格求解的问题”。
该模型虽然较为粗略，但经过适当修正后可用于分析

表面态、合金能带及超晶格能带。本文介绍的方法概

念清晰，所用程序的大部分为重复性的绘图语句，易

于实现，可操作性强，可进一步推广到更为复杂近似

分析方法，例如准自由电子近似、紧束缚近似等。
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