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小波变换算法在脉冲激光测距中的应用

黄　钊，顾国华，何伟基，徐　伟
（南京理工大学电光学院，江苏 南京２１００９４）

摘　要：从原理上分析了小波变换算法检测信号奇异点的可行性，介绍了 Ｍａｌｌａｔ算法及其改
进、小波基的选取等内容，并给出了算法的实现步骤，还通过实验现象和数据分析证明，该算法

可应用于高精度脉冲激光测距中。
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１　引　言
众所周知，小波变换已经成功地应用于许多研

究领域，如时频分析，子带编码，多速率信号处理，视

觉，计算机图形和降噪等［１］。在时频分析领域，相

对于传统方法，小波变换在时域或频域上都具有良

好的局部特性，由于对高频信号采取逐步精细的时

域或频域步长，从而可以聚焦到分析对象的任意细

节，被誉为“信号的显微镜”，因此在分析奇异信号

和突变信号时具备突出的优势［２］。

脉冲激光测距技术有着很好的应用前景，这项

技术的一个难点是确定回波的到达时刻。确定回波

到达时刻的方法有很多，文献［３］列举了常用的几
种方法，并对其确定回波到达时刻的效果进行了仿

真，通过比较得知，小波变换方法的误差分布范围最

小、最有效。所以，基于小波变换能准确检测信号奇

异点的特性，可以将小波变换算法应用于脉冲激光

测距中，计算出回波信号的奇异点，就可以确定回波

的到达时刻，从而精确测量目标的距离。

２　算法理论基础
２．１　小波变换

设ｆ（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ），ψ（ｔ）为母小波函数，则称［４］：

Ｗｆ（ａ，ｂ）＝
１

槡ａ
∫ｆ（ｔ）ψ ｔ－ｂ( )ａ ｄｔ＝

〈ｆ（ｔ），ψａ，ｂ（ｔ）〉，ａ＞０ （１）
为函数ｆ（ｔ）的小波变换。式中星号表示取共轭，
＜ｘ，ｙ＞表示ｘ与ｙ的内积。

ψａ，ｂ（ｔ）＝
１

槡ａ
ψ ｔ－ｂ( )ａ 称为母小波 ψ（ｔ）的位移

与尺度伸缩。式中，ａ称为尺度因子或伸缩因子；ｂ
称为平移因子。

小波具有窗函数的作用，可以用小波ψ（ｔ）研究
以ｔ＝ｂ为中心半径与 ａ有关的领域内信号 ｆ（ｔ）的
局部情况。当ｆ（ｔ）在 ｔ＝ｂ１附近波形平缓时，可以
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增大尺度ａ，用伸展了的小波 ψａ，ｂ１（ｔ）去观察 ｆ（ｔ）。
若ｆ（ｔ）在ｔ＝ｂ２附近波形变化激烈，减小 ａ，用压缩
的小波ψａ，ｂ２（ｔ）去观察ｆ（ｔ）。随着ｂ的变化，小波沿
时间轴移动，随ｆ（ｔ）波形变化，改变尺度 ａ，就像用
“显微镜”一样通过调焦来观察ｆ（ｔ）的局部信息［５］。

在实际应用中，尤其是在数字化后，连续小波必

须加以离散化，即对连续的尺度参数 ａ和平移参数
ｂ离散化。取小波变换中的尺度参数 ａ和平移参数
ｂ分别为ａ＝ａｊ０，ｂ＝ｋａ

ｊ
０ｂ０，则离散小波变换为

［６］：

Ｗｆ（ａ
ｊ
０，ｋｂ０）＝∫ｆ（ｔ）ψａｊ０，ｋｂ０（ｔ）ｄｔ＝

ａ－
ｊ
２

０ ∫ｆ（ｔ）ψ（ａ－ｊ０ｔ－ｋｂ０）ｄｔ，ｊ，ｋ∈Ｚ （２）

通常取ａ０＝２，ｂ０＝１，则尺度参数为２
ｊ，平移参

数为ｋ２ｊ，由此得到的小波称为二进小波。
２．２　小波变换对信号奇异性的检测能力

在数学上，函数局部的奇异性通常由 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
指数来衡量。其定义如下［７］：

设ｆ（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ），ｎ是一非负整数，ｎ＜ａ≤ｎ＋１，
如果存在两个常数 Ａ和 ｈ０＞０，及 ｎ次多项式
Ｐｎ（ｈ），使得对任意的ｈ≤ｈ０，均有：

ｆ（ｔ０＋ｈ）－Ｐｎ（ｈ）≤Ａｈ
ａ （３）

则我们说ｆ（ｔ）在点 ｔ０有 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ指数 ａ，其特性如
表１所示。
表１　ｆ（ｔ）在点ｔ０的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ指数ａ的特性

ｆ（ｔ）在ｔ０点的连续性与可导性 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ指数ａ

不连续但有界 ａ＝０

连续但不可导 ０≤ａ＜１

连续且一阶可导 ａ＝１

ｎ阶可导不连续，即（ｎ＋１）阶不可导 ｎ≤ａ＜ｎ＋１

白噪声处处奇异 ａ＝（－１／２）－ε，ε＞０

　　假设小波函数ψ（ｔ）是连续可微的，则ｆ（ｔ）的小
波变换满足［５］：

Ｗｆ（ｓ，ｂ）≤Ｋｓ
ａ （４）

其中，Ｋ是一个与所用小波函数 ψ（ｔ）有关的常数；
ｓ，ｂ分别为尺度参数和位移参数；ａ为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
指数。

若ｔ０是ｆ（ｔ）的奇异点，则 Ｗｆ（ｓ，ｂ）在ｂ＝ｔ０处
取极大值，即为小波变换的模极大值，此时上式等号

成立。

在二进小波变换情形下，即当ｓ取２ｊ时，上式两
边取对数，得到：

ｌｏｇ２ Ｗｆ（２
ｊ，ｂ）≤ｌｏｇ２Ｋ＋ｊａ （５）

信号的小波变换在奇异点处会产生模极大值，

但是噪声经过小波变换也同样会产生许多模极大

值，因为其本身也是处处奇异的。由表１可知，噪声
的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ指数 ａ为负数，而信号的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ指数
ａ范围为［０，１］。另外，由上式可知，信号经小波变
换后产生的模极大值随着尺度ｊ的增大而增大或者
不变，而噪声产生的模极大值随着尺度 ｊ的增大而
减小。因此，在低尺度上，模极大值点主要被噪声控

制，在较高尺度上，模极大值点主要被信号控制，据

此可以在较高尺度上通过求小波变换的模极大值点

把信号的奇异点找出来。

２．３　多分辨分析与Ｍａｌｌａｔ算法
多分辨分析（ｍｕｌｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓ，ＭＲＡ），是

Ｍａｌｌａｔ和Ｍｅｙｅｒ提出的，它的主要思想是将Ｌ２（Ｒ）按

分辨率为｛２－ｊ｝分解为一串嵌套子空间序列 Ｖ{ }ｊ，再

通过正交补的塔式分解，将 Ｌ２（Ｒ）分解成一串正交

小波子空间序列 Ｗ{ }ｊ。然后将Ｌ
２（Ｒ）中的函数ｆ（ｔ）

表示成一系列近似函数的逼近，其中每一近似函数都

是ｆ在不同分辨率子空间上的投影，通过这些投影来
研究和分析ｆ在不同子空间上的性态及特征［５］。

基于多分辨分析的思想，Ｍａｌｌａｔ提出了一种快
速小波变换的算法，后称 Ｍａｌｌａｔ算法。由于此算法
的推导过程过于复杂，在此不再赘述。该算法主要

思想如下。

假设已知初始序列 ｃ０，{ }ｎ ，低通滤波器 ｈ{ }ｎ 和高

通滤波器 ｇｎ＝（－１）
１－ｎｈ１－{ }ｎ （星号表示取共轭），

由分解公式：

ｃｊ＋１，ｋ＝∑ｎ∈Ｚｃｊ，ｎｈ

ｎ－２ｋ，ｋ∈Ｚ （６）

ｄｊ＋１，ｋ＝∑ｎ∈Ｚｃｊ，ｎｇ

ｎ－２ｋ，ｋ∈Ｚ （７）

就可以一步步算出所有尺度系数 ｃｊ，{ }ｋ 和小波

系数 ｄｊ，{ }ｋ。式（１）和式（２）就是 Ｍａｌｌａｔ快速分解算
法。分解过程如图１所示。

图１　分解算法示意图

　　如果已知分解后的系数 ｃＪ，{ }ｎ 及 ｄＪ，{ }ｎ ，要重建

原来分解前的系数 ｃ０，{ }ｎ ，则由上面的逆过程容易得

到重构公式：

ｃｊ＋１，ｋ＝∑ｎ∈Ｚｃｊ＋１，ｎｈｋ－２ｎ＋∑ｎ∈Ｚｄｊ＋１，ｎｇｋ－２ｎ，ｋ∈Ｚ（８）

此重构过程如图２所示。

６４８ 激 光 与 红 外　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 第４１卷



图２　重构算法示意图

２．４　Ｍａｌｌａｔ算法的改进与小波基的选取
在检测信号奇异点时，我们需要对 Ｍａｌｌａｔ算法

作一定的改进。首先，模极大值法只要求作小波变

换分解得到细节信号，所以可以省去重构算法部分，

大大减少了运算量，加快算法处理速度。其次，由于

内积型小波变换存在隔二抽一问题，所以必须采用

所谓基于卷积型定义的小波变换，这种小波变换的

突出特点是不管分解多少尺度，各尺度信号的长度

将始终保持与原始信号一致［８］，因而其细节信号中

的峰值就能正确指示奇异点在原始信号中的位置。

这种小波变换的迭代算法如下：

Ｓｊｆ（ｘ）＝∑ｎ∈Ｚ ｈ（ｎ）Ｓｊ－１ｆ（ｘ－２
ｊ－１ｎ） （９）

Ｗｊｆ（ｘ）＝∑ｎ∈Ｚ ｇ（ｎ）Ｓｊ－１ｆ（ｘ－２
ｊ－１ｎ） （１０）

式中，ｈ（ｎ）和ｇ（ｎ）分别为低通和高通滤波器系数，
则待检测信号 Ｓ０ｆ（ｘ）经过上述算法可计算出 ｊ＞０
时的近似信号Ｓｊｆ（ｘ）与细节信号Ｗｊｆ（ｘ）。

然而，算法还有一个关键问题没有解决，那便是

小波基的选取。小波基种类繁多，而不同的小波基

对信号奇异点的检测效果是有明显区别的。例如，

常用的Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波不适合用来检测奇异点，因
为此类小波具有多阶消失矩，在检测奇异点时将会

产生多个峰值，因而不能精确定位奇异点。所以为

了精确定位奇异点，必须采用只具有１阶消失矩的
小波。

文献［９］对不同小波基的奇异性检测效果进行
了详细的研究，指出在具有１阶消失矩的小波中，二
次样条小波对奇异点的检测效果最好，其特点是指

示奇异点位置的脉冲峰既高又窄，而且其计算的突

变点 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ指数最为接近理论值，因此本文选用
此小波来检测信号的奇异点。

３　算法的实现
本算法通过改进后的Ｍａｌｌａｔ快速分解算法得到

各层小波系数，并从最后一层的小波系数中求出最

大值，即小波变换模极大值，最大值点对应的就是信

号的奇异点。

３．１　算法的输入输出
输入：采样信号 ｆ［ｎ］，ｎ＝０，１，…，Ｌ－１（Ｌ＝

２ｉ），分解低通滤波器Ｈ［ｎ］，分解高通滤波器Ｇ［ｎ］，

低通滤波器长度为ｌＨ，高通滤波器长度为ｌＧ。

输出：第Ｊ层小波系数：ｄＪ［ｋ］ｋ＝０，…，
１
２Ｊ
－( )１。

３．２　算法的实现步骤
第１步：令ｃ０［ｎ］＝｛ｆ［０］，ｆ［１］，…，ｆ［Ｌ－１］｝，

置ｊ＝０。

第２步：由公式ｃｊ＋１［ｋ］＝∑
ｌＨ－１

ｎ＝０
ｃｊｋ－２

ｊ[ ]ｎＨ［ｎ］算

出低通分量ｃｊ＋１［ｋ］，直至ｊ＝Ｊ－１。

第３步：由公式ｄｊ＋１［ｋ］＝∑
ｌＧ－１

ｎ＝０
ｃｊｋ－２

ｊ[ ]ｎＧ［ｎ］算

出高通分量ｄＪ［ｋ］，即为所要求的第Ｊ层小波系数。
３．３　边界延拓

在本算法的实现过程中，当信号的长度有限时，

在边界点上不可避免地会产生误差。为保证对原信

号的分解是精确实现的，常采取一种边界延拓的方

法。所谓边界延拓，就是增加信号的长度，将边界延

拓到原信号之外［１０］。常用的边界延拓方法有常数

延拓、对称延拓、周期延拓等。本算法采用的是最简

单的常数延拓。

４　算法在脉冲激光测距中的应用
脉冲激光测距原理是：系统在时刻 ｔ１发射出一

个激光脉冲，脉冲被目标表面反射回来后形成回波，

系统接收到回波的时刻为ｔ２，则目标的距离Ｌ为：

Ｌ＝ｃ２（ｔ２－ｔ１） （９）

式中，ｃ为真空中的光速。发射时刻 ｔ１是容易确定
的，难点在于准确找到接收时刻ｔ２。

由于信号中不规则的突变部分往往带有十分重

要的信息，它是信号的重要特征之一，所以我们可以

选择回波波形上的孤立奇异点所在的时刻作为接收

时刻ｔ２。而且理论和仿真结果都表明，在足够小的
尺度下，小波变换的模极大值点的位置是与信号孤

立奇异点的位置相一致的［３］。小波变换模极大值

算法就是建立在小波变换对信号奇异性的检测能力

之上，通过对回波信号作二进离散小波变换，获取小

波变换的模极大值点的位置来获取 ｔ２时刻值，再将
ｔ１和ｔ２代入上式中，从而计算出目标距离。

实验对２２ｍ处的目标进行脉冲激光测距，得到
的回波采样信号如图３（ａ）所示，经过小波变换模极
大值算法处理后第一到三层的细节信号分别如图３
（ｂ）～图３（ｄ）所示。其中，第一层小波变换模极大
值点是第９１个采样点，第二层是第９３个，第三层是
第９６个。而实验中使用的采样频率为６２５Ｍｂｐｓ，
即两个采样点之间的时间间隔为１．６ｓ，且第０个采
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样点对应脉冲发射时刻，则由公式（９）可计算得到
第一到三层小波变换模极大值点对应距离分别为

２１．８４ｍ，２２．３２ｍ，２３．０４ｍ，与目标实际距离误差分
别为０．１６ｍ，０．３２ｍ，１．０４ｍ。所以，该算法选用一
层小波变换，用于脉冲激光测距中精度可达到

０．２ｍ。

（ａ）回波采样信号

（ｂ）第一层细节信号

（ｃ）第二层细节信号

（ｄ）第三层细节信号

图３　回波采样信号及小波变换后的各层细节信号

　　由图３及以上分析可知，小波变换算法很好地
滤除了有效回波信号前的干扰信号，并准确地找到

了信号奇异点，则可以准确测出目标实际距离，证明

该算法可以很好地应用于脉冲激光测距中。当然，

算法精度还受到了实验采用的采样频率的影响，如

果提高采样频率，该算法还可以提高精度。

５　结　论
小波变换算法是基于多分辨分析的思想及对

Ｍａｌｌａｔ算法的改进，选取二次样条小波为小波基，能
很好地检测出信号的奇异点，可应用于脉冲激光测

距技术中。实验表明，该算法能滤除干扰信号，准确

找到回波脉冲信号的奇异点，使测距误差控制在

０．２ｍ以内，大大提高了脉冲激光测距的精度，有很
好的应用前景。
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