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基于单站测量的纯仰角目标参数航迹滤波方法

刘进忙，李振兴，刘永兰，岳韶华，吴中林

（空军工程大学防空反导学院，陕西 三原７１３８００）

摘　要：根据特殊战场环境下传感器测量目标的不完全信息的情况，提出了空间目标纯仰角参
数的处理思想，并给出了一种基于投影关系的参数航迹滤波方法，该方法基于斯特瓦尔特定理

和总体最小二乘法，讨论了等高飞行目标的纯仰角处理形式和斜直线目标的纯仰角参数滤波

形式。仿真验证了该方法能较好适应特殊战场环境下的不完全测量信息情况。

关键词：投影关系；纯仰角；不完全信息；参数航迹
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１　引　言
在复杂干扰环境下，由于敌方的干扰和投放针

对性设计的特殊目标，造成我方传感器有关目标的

测量坐标会减少，常出现仅剩仰角序列或仰角信息

可信度相对较高等问题。为充分利用各传感器的战

场目标信息资源，实现灵活的组网，可利用静止单站

测量的目标纯仰角信息来建立目标的参数航迹，实

现目标参数航迹滤波和目标跟踪。因此为了较好地

利用目标坐标的不完全信息，作者通过多年的理论

研究与实践，总结出利用分坐标处理的思想来实现

目标的有效跟踪［１－２］。在国内外已有较多的文献对

纯方位、纯角度进行了研究［３－７］，但文献中未见纯仰

角目标跟踪方面的报道。

本文采用设定飞行模型的方式，利用纯仰角序

列解算出航迹参数，利用航迹参数实现对某时刻目

标仰角进行预测，以便实现目标纯仰角的有效跟踪。

２　等高直线目标的纯仰角跟踪原理
２．１　目标等高匀速直线飞行模型

目标在远距离测量站的运动时可认为是匀速直

线等高飞行，如图１所示。目标在水平面上等高 ｈ
沿直线匀速飞行，根据斯特瓦尔特（Ｄ．Ｓｔｅｗａｒｔ）定
理，可得到目标高度与目标投影点到观测站的距离
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Ｖ２１
ｈ２
＝

ｃｏｔ２ε１
（ｔ１－ｔ２）（ｔ１－ｔ３）

＋
ｃｏｔ２ε２

（ｔ２－ｔ１）（ｔ２－ｔ３）
＋

ｃｏｔ２ε３
（ｔ３－ｔ１）（ｔ３－ｔ２）

（１）

若等间隔观测目标，ｔ２－ｔ１＝ｔ３－ｔ２＝Ｔ，代入式
（１）可得：
２Ｖ２１Ｔ

２

ｈ２
＝ｃｏｔ２ε１－２ｃｏｔ

２ε２＋ｃｏｔ
２ε３ （２）

目标匀速直线等高飞行仰角约束条件满足：

ｃｏｔ２ε１－３ｃｏｔ
２ε２＋３ｃｏｔ

２ε３－ｃｏｔ
２ε４＝０ （３）

由式（２）可以看出，ｃｏｔ２ε为采样点时刻 Ｔ的二
次多项式函数。

图１　空间目标匀速直线等高飞行示意图

２．２　目标等高匀加速直线飞行模型
设目标匀加速直线等高飞行，如图１所示。若

等间隔观测目标，ｔ２－ｔ１＝ｔ３－ｔ２＝Ｔ，加速度为 ａ，等
时间间隔目标的飞行距离的关系：ｌ３４－ｌ２３＝ｌ２３－
ｌ１２＝Δ，因此：ｌ３４＝ｌ２３＋Δ，ｌ１２＝ｌ２３－Δ，Δ＝ａＴ

２。于是

分别利用斯图瓦尔特（Ｄ．Ｓｔｅｗａｒｔ）定理得到两个方
程并相减，可得到：

６ａＴ２ｌ２３
ｈ２

＝ｃｏｔ２ε４－３ｃｏｔ
２ε３＋３ｃｏｔ

２ε２－ｃｏｔ
２ε１（４）

同理有：

６ａ２Ｔ４

ｈ２
＝ｃｏｔ２ε５－４ｃｏｔ

２ε４＋６ｃｏｔ
２ε３－４ｃｏｔ

２ε２＋

ｃｏｔ２ε１ （５）
由式（５）可见，ｃｏｔ２ε为采样点时刻 Ｔ的四次多

项式函数。

３　空间直线目标的纯仰角跟踪原理
３．１　空间目标匀速直线飞行模型

如图２所示，设目标观测站 Ｏ与航迹直线的垂
直点为 Ｐ⊥，其距离为 Ｒ⊥，Ｐ⊥点与地面高度为 ｈ⊥，
目标过航迹垂直点的时刻为 ｔ⊥，目标航线在水平面
的投影直线与观测站的垂点距离为ｒ⊥，其目标过该
投影点的时刻为 ｔ′⊥。设目标在空间沿直线以匀速
Ｖ直线航迹（俯仰角为 ε０）飞行，设起始观测 ｔ０（已
知）时刻的目标高度为ｈ０，ｔｉ时刻目标在水平面上的
高度为ｈｉ，其投影点与观测站的距离为ｒｉ，则有：

ｒｉ＝ｈｉｃｏｔεｉ＝［ｈ０＋Ｖ（ｔｉ－ｔ０）ｓｉｎε０］ｃｏｔεｉ，ｉ＝０，
１，…，ｎ （６）

图２　空间目标匀速直线飞行示意图

设相邻三个时刻分别为：ｔｉ－１，ｔｉ，ｔｉ＋１其对应目标
在水平面上的投影点与观测站的距离分别为：ｒｉ－１，
ｒｉ，ｒｉ＋１满足Ｄ．Ｓｔｅｗａｒｔ定理并约简：

（ｔｉ＋１－ｔｉ）ｒ
２
ｉ－１－（ｔｉ＋１－ｔｉ－１）ｒ

２
ｉ＋（ｔｉ－ｔｉ－１）ｒ

２
ｉ＋１＝

Ｖ２（ｔｉ＋１－ｔｉ）（ｔｉ＋１－ｔｉ－１）（ｔｉ－ｔｉ－１）ｃｏｓ
２ε０ （７）

将式（６）代入式（７），得到位置的关系方程，考
虑到在ｔｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）时刻目标的关系方程，组成
矩阵形式：

Ｓ２１ Ｓ２２ Ｓ２３
Ｓ３１ Ｓ３２ Ｓ３３
  

Ｓ（ｎ－１）１ Ｓ（ｎ－１）２ Ｓ（ｎ－１）











３

ｋ１
ｋ２
ｋ









３

＝

１
１












１

（８）

其中：

Ｓｉ１＝
ｃｏｔ２εｉ＋１

（ｔｉ＋１－ｔｉ）（ｔｉ＋１－ｔｉ－１）
＋

ｃｏｔ２εｉ
（ｔｉ－ｔｉ＋１）（ｔｉ－ｔｉ－１）

＋
ｃｏｔ２εｉ－１

（ｔｉ－１－ｔｉ＋１）（ｔｉ－１－ｔｉ）

Ｓｉ２＝
（ｔｉ＋１－ｔ０）

２ｃｏｔ２εｉ＋１
（ｔｉ＋１－ｔｉ）（ｔｉ＋１－ｔｉ－１）

＋
（ｔｉ－ｔ０）

２ｃｏｔ２εｉ
（ｔｉ－ｔｉ＋１）（ｔｉ－ｔｉ－１）

＋
（ｔｉ－１－ｔ０）

２ｃｏｔ２εｉ－１
（ｔｉ－１－ｔｉ＋１）（ｔｉ－１－ｔｉ）

Ｓｉ３＝
（ｔｉ＋１－ｔ０）ｃｏｔ

２εｉ＋１
（ｔｉ＋１－ｔｉ）（ｔｉ＋１－ｔｉ－１）

＋
（ｔｉ－ｔ０）ｃｏｔ

２εｉ
（ｔｉ－ｔｉ＋１）（ｔｉ－ｔｉ－１）

＋
（ｔｉ－１－ｔ０）ｃｏｔ

２εｉ－１
（ｔｉ－１－ｔｉ＋１）（ｔｉ－１－ｔｉ）

ｋ１＝
ｈ２０

Ｖ２ｃｏｓ２ε０
，ｋ２＝ｔａｎ

２ε０，ｋ３＝
２ｈ０ｓｉｎε０
Ｖｃｏｓ２ε０

，ｉ＝２，３，

…，（ｎ－１）
因此，目标仰角航迹参数为 ｋ１，ｋ２，ｋ３或为 ｈ０／

Ｖ，ε０。为了降低实际测量中噪声的影响，本文采用
总体最小二乘法（ｔｏｔａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＴＬＳ）来
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进行求解，具体求解步骤如下［８］：

式（８）可改写为：
（Ｓ＋Ｅ）ｋ＝ｂ＋ｅ （９）

其中，ｋ＝［ｋ１，ｋ２，ｋ３］
Ｔ，ｂ＝［１，１，…，１］Ｔ，Ｅ和 ｅ分

别为Ｓ和ｂ的扰动误差矩阵。
由于矩阵Ｓ的扰动误差不为零，其最小二乘解

一般是有偏的。因此，应用 ＴＬＳ方法来考虑方程式
（９）的求解，式（９）可以变换为：

（Ｂ＋Ｄ）ｚ＝０ （１０）
其中，Ｂ＝［－ｂ∶Ｓ］，Ｄ＝［－ｅ∶Ｅ］，ｚ＝［１，ｋ１，ｋ２，
ｋ３］

Ｔ。式（１０）的 ＴＬＳ解可以简单表示为一个解向
量Ｚ，使得‖Ｄ‖２＝ｍｉｎ（ｂ＋ｅ）∈ｒａｎｇｅ（Ｓ＋Ｅ）。因
此，利用奇异值分解（ＳＶＤ）给出式（１０）的ＴＬＳ解。

令Ｂ＝ＵＳ１Ｖ，其中 Ｕ，Ｖ为酉矩阵，Ｓ１为对角
阵。则在Ｓ１（３，３）明显比 Ｓｌ（４，４）大的情况下，式
（１０）存在唯一解：

ｋＴＬＳ＝
１

ν（１，４）

ν（２，４）
…

ν（４，４







）

（１１）

其中，ν（ｉ，４）是右奇异阵 Ｖ的第４列向量中的第 ｉ
个元素。

在解算出ｋＴＬＳ后，就可以在已知目标航迹参数
及两个时刻的仰角的情况下，外推下一时刻的目标

仰角。经整理可得：

ｈ２ｉ＋１ｃｏｔ
２εｉ＋１

（ｔｉ＋１－ｔｉ）（ｔｉ＋１－ｔｉ－１）
＋

ｈ２ｉｃｏｔ
２εｉ

（ｔｉ－ｔｉ＋１）（ｔｉ－ｔｉ－１）
＋

ｈ２ｉ－１ｃｏｔ
２εｉ－１

（ｔｉ－１－ｔｉ＋１）（ｔｉ－１－ｔｉ）
＝Ｖ２ｃｏｓ２ε０ （１２）

当目标等高飞行时，其结果与式（２）相同。结
合式（６）和式（７），可以推导出任意三个时刻的约束
关系，由前两个时刻的仰角值及解出目标仰角航迹

参数ｋ１，ｋ２，ｋ３，估计某时刻的仰角值：
Ｋｍｃｏｔ

２εｍ＝１－Ｋｌｃｏｔ
２εｌ－Ｋｎｃｏｔ

２εｎ （１３）

其中，Ｋｍ
ｋ１＋（ｔｍ－ｔ０）

２ｋ２＋（ｔｍ－ｔ０）ｋ３
（ｔｍ－ｔｌ）（ｔｍ－ｔｎ）

，Ｋｌ，Ｋｎ依

此类推。考虑到等时间间隔观测目标的仰角序列，

上面的处理将得到较好的化简。

另外，还可估计目标航迹过地平的时刻和第 ｉ
时刻的目标高度：

ｔＺ＝ｔ０－
ｈ０
Ｖｓｉｎε０

＝ｔ０－
ｋ３
２ｋ２

ｈｉ＝Ｖ（ｔｉ－ｔＺ）ｓｉｎε０，ｉ＝０，１，…，ｎ （１４）
然后，利用航迹垂直点和ｔ０及任意时刻ｔｍ目标

空间位置与观测站形成的两直角三角形的勾股弦关

系相减，可化简得：

ｔ⊥ ＝
ｔｍ＋ｔ０
２ －

ｃｏｓ２ε０
２（ｔｍ－ｔ０）

·

ｋ１＋（ｔｍ－ｔ０）
２ｋ２＋（ｔｍ－ｔ０）ｋ３
ｓｉｎ２εｉ

－
ｋ１
ｓｉｎ２εｔ[ ]

０

（１５）

设ｔ′⊥为目标过航线到水平面投影航线与观测
站的垂直点（上方航线点）的时刻，因而依据几何关

系可解出：

ｔ′⊥ ＝ｔ⊥ ＋
ｈ⊥ｓｉｎε０
Ｖｃｏｓ２ε０

＝ｔ⊥ ＋
［ｈ０＋Ｖ（ｔ⊥ －ｔ０）ｓｉｎε０］ｓｉｎε０

Ｖｃｏｓ２ε０
＝ｔ⊥（１＋ｔａｎ

２ε０）－ｔ０ｔａｎ
２ε０＋ｋ

１
２
１ｔａｎε０ （１６）

３．２　空间目标匀加速直线飞行模型
设目标在空间沿直线以匀加速 ａ直线航迹（俯

仰角为ε０）飞行，目标从ｔ０时刻的开始加速，目标高
度为ｈ０，ｔｉ时刻目标在水平面上的高度为ｈｉ，其投影
点与观测站的距离为ｒｉ，则有：

ｒｉ＝ｈｉｃｏｔεｉ＝［ｈ０＋Ｖ（ｔｉ－ｔ０）ｓｉｎε０＋
ａ
２（ｔｉ－

ｔ０）
２ｓｉｎε０］ｃｏｔεｉ，ｉ＝０，１，…，ｎ （１７）
设相邻时刻分别为：ｔｉ－１，ｔｉ，ｔｉ＋１，ｔｉ＋２，…，其对应

目标在水平面上的投影点之间的距离为 ｌｉ－１，ｌｉ，
ｌｉ＋１，…，各投影点与观测站的距离分别为：ｒｉ－１，ｒｉ，
ｒｉ＋１，…，前后满足 Ｄ．Ｓｔｅｗａｒｔ定理的方程相减，并
整理：

ｒ２ｉ＋３－４ｒ
２
ｉ＋２＋６ｒ

２
ｉ＋１－４ｒ

２
ｉ＋ｒ

２
ｉ－１＝６Δ

２ （１８）
将式（１７）代入式（１８），得到位置的关系方程，

组成矩阵形式：

Ｓ２１ Ｓ２２ Ｓ２３ Ｓ２４ Ｓ２５
Ｓ３１ Ｓ３２ Ｓ３３ Ｓ３４ Ｓ３５
    

Ｓ（ｎ－３）１ Ｓ（ｎ－３）２ Ｓ（ｎ－３）３ Ｓ（ｎ－３）４ Ｓ（ｎ－３）











５

ｋ１
ｋ２
ｋ３
ｋ４
ｋ















５

＝

１
１












１

（１９）
其中：

Ｓｉｍ＝（ｔｉ＋３－ｔ０）
ｍ－１ｃｏｔ２εｉ＋３－４（ｔｉ＋２－ｔ０）

ｍ－１·

ｃｏｔ２εｉ＋２＋１０（ｔｉ＋１－ｔ０）
ｍ－１ｃｏｔ２εｉ＋１－４（ｔｉ－ｔ０）

ｍ－１·

ｃｏｔ２εｉ＋（ｔｉ－１－ｔ０）
ｍ－１ｃｏｔ２εｉ－１　

（ｍ＝１，２，…，５；ｉ＝１，２，…，ｎ）

ｋ１＝
ｈ２０

６ａ２Ｔ４ｃｏｓ２ε０
，ｋ２＝

ｈ２０Ｖｓｉｎε０
３ａ２Ｔ４ｃｏｓ２ε０

，

ｋ３＝
（Ｖ２ｓｉｎε０＋ｈ０ａ）ｓｉｎε０
６ａ２Ｔ４ｃｏｓ２ε０

，ｋ４＝
Ｖｓｉｎ２ε０

６ａ２Ｔ４ｃｏｓ２ε０
，

ｋ５＝
ｔａｎ２ε０
２４Ｔ４
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为了降低实际情况中噪声的影响，这里采用类

似上述的总体最小二乘法，可解出式（１９）计算航迹
参数。得到结果后，其约束条件可实现前项预测：

Ｋ（ｉ＋３）ｍｃｏｔ
２εｉ＋３－４Ｋ（ｉ＋２）ｍｃｏｔ

２εｉ＋２＋
６Ｋ（ｉ＋１）ｍｃｏｔ

２εｉ＋１－４Ｋｉｍｃｏｔ
２εｉ＋Ｋ（ｉ－１）ｍｃｏｔ

２εｉ－１＝１
（２０）

通过分析匀速直线和匀加速直线的情况可知，

目标航迹的航向仰角只与目标的仰角序列有关，与

其他无关。

４　仿真实验
由于等高飞行是斜直线飞行的一种特殊情况，

因此本文主要对斜直线飞行目标的匀速和匀加速模

型进行仿真。

４．１　目标匀速直线运动模型
假设传感器位置（０，０，０）（单位：ｍ），目标以速度

值为２００（单位：ｍ／ｓ），方向矢量（３／４，－１／２，ｓｑｒｔ（３）／
４）进行匀速飞行，初始点为（３００，５００，８００）（单位：ｍ），
观测周期Ｔ＝０．０５ｓ，对目标进行连续测量４０ｓ。

由于传感器只能获取目标的仰角信息，假设仰

角测量过程中噪声的标准差σｎ＝０．００３ｒａｄ，所以在
估计初始俯仰角ε０时，分别采用窗宽为１０和２０的
两种情形进行解算，分别进行１００次 ＭｏｎｔｅＣａｌｒｏ实
验，其估计结果如图 ３所示，解算的均方根误差
（ＲＭＳＥ）如图４所示。

　　时间／ｓ

图３　初始俯仰角解算结果

　　时间／ｓ

图４　解算结果的均方根误差

本文采用窗宽为２０的估计结果来估计目标仰
角，其中具体的连续跟踪方法为：首先利用第 ｉ和
（ｉ＋１）时刻的测量值 εｉ和 εｉ＋１来计算下一时刻仰
角估计值ε′ｉ＋２，再利用第（ｉ＋２）时刻的测量值 εｉ＋２
对 ε′ｉ＋２进行修正，得到第（ｉ＋２）时刻的估计值
ε″ｉ＋２，然后采用此方法对仰角进行连续跟踪。最后，

对估计结果进行５阶平均值滤波，得到的结果如图
５、图６所示。

　　时间／ｓ

图５　仰角的真实值、估计值和测量值比较

　　时间／ｓ

图６　目标仰角的估计误差

从图５、图６的仿真结果可以得出，本文利用解
算参数航迹的方法，可以较精确地估计出目标的仰

角，估计误差较小。其中由于数据截断效应，使得图

６的仿真结果在数据处理的初期时估计误差较大，
但是随着跟踪时间的延长，估计误差逐渐降低直至

稳定。因此，利用纯仰角参数航迹模型对匀速直线

目标进行仰角跟踪，估计的仰角值能较好地趋近于

真实仰角，从而证实本文算法的有效性。

４．２　目标匀加速直线运动模型
假设传感器位置（０，０，０）（单位：ｍ），目标以初速

度值为１５０（单位：ｍ／ｓ），加速度为３（单位：ｍ／ｓ２），方
向矢量（３／４，－１／２，ｓｑｒｔ（３）／４）进行匀速飞行，初始点
为（３００，５００，８００）（单位：ｍ），观测周期 Ｔ＝０．０５ｓ，
对目标进行连续测量４０ｓ。

假设仰角测量过程中噪声的标准差 σｎ＝
０．００３ｒａｄ。在估计初始俯仰角ε０时，分别采用窗宽
为１０和２０的两种情形进行解算，分别进行１００次
ＭｏｎｔｅＣａｌｒｏ实验，其解算结果如图 ７所示，解算的
均方根误差（ＲＭＳＥ）如图８所示。

　　时间／ｓ

图７　初始俯仰角解算结果
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　　时间／ｓ

图８　滤波结果的均方根误差仿真结果

本文采用窗宽为１０的估计结果来解算目标仰
角，同样采用仿真（１）的仰角连续跟踪的方法，最后
对估计结果进行５阶平均值滤波，仿真结果如图９
和图１０所示。

　　时间／ｓ

图９　仰角的真实值、估计值和测量值比较

　　时间／ｓ

图１０　目标仰角的估计误差

从图９、图１０的仿真结果可以得出，当目标处
于匀加速状态时，本文方法可以较好地估计出目标

的仰角值。而由于数据截断效应，使得仰角的估计

结果在数据处理初期和末期的估计误差较大。从整

体上观察可得，由于噪声以及非线性因素的影响，使

得对匀加速直线运动目标进行仰角跟踪时，估计的

仰角值出现了一定波动，估计性能比匀速状态时有

所降低。因此，可以通过采用其他滤波方法来进一

步提高仰角的估计精度。

５　结　论
本文依据斯图瓦尔特定理的距离关系，提出了

一种新的纯仰角的目标参量滤波平滑原理，该算法

依据空间目标的几何与代数关系，直接利用传感器

测量到的目标俯仰角信息，对目标航迹的仰角值进

行估计，对匀速、匀加速直线运动的目标均有较好的

跟踪效果。仿真结果表明了该方法有效性。

　　本文方法是建立在分布式信息融合系统基础
上，采用并行处理方式分别对匀速模型和匀加速模

型条件下的纯仰角信息进行滤波估计，通过比较估

计误差来确定具体选用的模型方式。由于在解参数

过程中的矩阵元素包括非线性函数，其解对噪声较

为敏感，因此如何加强滤波和对多目标航迹参数进

行有效融合，是下一步的工作。
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