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一种基于小波变换的偏微分方程图像去噪方法
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摘　要：针对纹理图像在去除噪声时，纹理信息容易被磨光，尤其是纹理的线状结构很容易被
破坏的问题，提出在小波域改进耦合Ｐ－Ｍ扩散与相干增强扩散的方法，并用改进的方法对不
同的小波子带进行扩散，然后重构，得到去噪图像。数值实验结果表明，本文方法在达到一定

降噪效果，保持区域内部较好光滑性的同时，对保持纹理信息、纹理的线状结构及纹理的光滑

有很好的效果，说明该方法对纹理图像去噪有较好的效果。
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１　引　言
图像信号在产生、传输、存储等过程中，常常受

到噪声的干扰，影响了人们对正确信息的获取，因

此，图像去噪是图像分析处理的前期必要工作。基

于偏微分方程的方法［１－２］和基于小波变换的方

法［３－４］是近年来图像去噪的主要方法。在此基础

上，人们进一步研究了两种方法之间的关系，并把两

种方法结合起来去噪，如：基于非线性小波阈值的各

向异性扩散方法［５］，小波方向子带偏微分方程遥感

图像去噪［６］，等等。

本文针对纹理图像在去除噪声时，纹理信息

不容易保持的问题，提出小波域的耦合 Ｐ－Ｍ扩散

与相干增强扩散的去噪模型，首先将含噪声图像

小波分解成低频子带和高频子带，利用低频子带

检测得到边缘指示函数，然后根据各高频子带的

图像特征及边缘指示函数选取不同权重的 Ｐ－Ｍ
扩散与相干增强扩散耦合进行扩散，最后重构得

到去噪图像。

２　小波阈值去噪
设有如下观测信号：



( )ｆｔ＝ ( )ｓｔ＋ ( )ｅｔ （１）
其中，( )ｓｔ为真实的信号； ( )ｅｔ为方差 σ２的高斯白
噪声，服从Ｎ０，σ( )２ 分布。

小波阈值去噪的基本思路是：①先对观测信号ｆ
( )ｔ做小波变换，得到一组小波系数ｗｊ，ｋ；②由于信号
( )ｓｔ的奇变位置和一些重要的信息对应各尺度上的
小波系数ｗｊ，ｋ有较大的值，其他大部分位置的ｗｊ，ｋ较
小，而对于噪声 ( )ｅｔ的小波系数 ｗｊ，ｋ在每一尺度上
的分布是均匀的，所有小波系数在小波域上对噪声

都有贡献，因此，选取适当的阈值 λ，低于 λ的小波
系数ｗｊ，ｋ认为是由噪声引起，设为０，高于 λ的小波
系数ｗｊ，ｋ认为是由信号引起，予以保留或收缩，得到
估计的小波系数 ｗ^ｊ，ｋ；③利用新的小波系数 ｗ^ｊ，ｋ进行
小波重构得到去噪后的信号。

去噪过程中，阈值 λ的选取很重要，如果 λ取
值太小，会导致去噪后的图像包含过多噪声，如果λ
取值太大，就会在去噪的同时也使部分重要的边缘

或纹理信息丢失。Ｄｏｎｏｈｏ给出了较简洁的计算公

式：取阈值 λ＝σ ２ｌｇ( )槡 Ｎ （Ｎ为信号的尺度或长
度），但必须考虑图像噪声统计的方差 σ估计，也就
增加了准确估算阈值 λ的难度。另外，小波的阈值
处理在一定程度上破坏了小波域的非线性相关性，

也会造成信号的失真。

３　耦合Ｐ－Ｍ扩散和相干增强扩散的去噪模型
Ｐｅｒｏｎａ和Ｍａｌｉｋ提出的各向异性扩散的去噪模

型［７］在对分片光滑图像去噪时能有效的保护图像

的边缘信息，但是，由于 Ｐ－Ｍ模型通过梯度模
ｕ的大小来控制扩散的强弱，而没有考虑梯度
的方向性，使得边缘上的噪声不能被有效地去除，一

些细小纹理的线状特征丢失。Ｗｅｉｃｋｅｒｔ提出的相干
增强扩散模型［１］的扩散张量既考虑到了梯度模的

大小也考虑了梯度的方向，使得扩散能够抑制边缘

纹理处的噪声，恢复断裂的线状特征，但是，图像噪

声会影响边缘的定位，使得在光滑区域产生很多虚

假边缘，严重影响图像去噪的质量。

为了弥补Ｗｅｉｃｋｅｒｔ的扩散模型在处理光滑区域时
的不足，利用Ｐ－Ｍ模型在处理光滑区域的优势，文献
［８］提出了Ｐ－Ｍ扩散和相干增强扩散结合的模型：
ｕ
ｔ
＝ｏ１ ｘ，( )ｙｄｉｖｆ ( )ｕ [ ]ｕ＋ｏ２ ｘ，( )ｙｄｉｖＤ[ ]ｕ

（２）
其中，０≤ ｏ１ ｘ，( )ｙ≤１为 ｕ的递减函数，
ｏ２ ｘ，( )ｙ＝１－ｏ１ ｘ，( )ｙ。在边缘纹理处 ｏ１ ｘ，( )ｙ→０，
ｏ２ ｘ，( )ｙ→１相干增强扩散为主要扩散，能较好地保

护边缘纹理的线状结构，抑制边缘上的噪声，而在光

滑区域ｏ１ ｘ，( )ｙ→１，ｏ２ ｘ，( )ｙ→０，Ｐ－Ｍ扩散为主要
扩散，从而得到光滑的区域内部。

４　小波域上的各向异性扩散方案
含噪声的图像 ｕｘ，( )ｙ经过一层小波分解，分解

成一个低频分量图 ＬＬ和３个高频分量图 ＨＬ、ＬＨ、
ＨＨ分别表示竖直方向、水平方向、对角方向的边缘
部分。低频分量ＬＬ还可以相同的方式再继续分解。
分解后图像的平滑部分主要集中在低频上，噪声和边

缘纹理信息主要集中在高频部分。考虑到各高频分

量的方向性以及Ｗｅｉｃｋｅｒｔ相干增强扩散模型扩散的
方向性，本文在小波域上改进了耦合Ｐ－Ｍ扩散与相
干增强扩散的模型，利用改进的模型对各分量图的小

波系数进行扩散处理，再重构得到去噪后的图像。

耦合Ｐ－Ｍ扩散与相干增强扩散的模型综合了
两者的优点，但其中权重的选取很关键，而根据含噪

声图像的梯度 ｕ构造的权函数很容易受噪声干
扰，使得边缘、纹理的检测不够准确，影响模型的效

果，故此本文作出如下改进。

首先，对含噪声图像ｕｘ，( )ｙ作小波分解，得到含噪
声较少的低频分量图ｕＬＬ，对ｕＬＬ用偏微分方程模型

［９］：

Ｇｕ，( )ｂ＝∫ｂ２ ｕ２＋ ｂ( )－１( )２ ＋α∫η ( )ｂ ＋

λ∫ｆ－ｕ２ｄｘｄｙ （３）
检测得到图像边缘指示函数 ｂ，模型中第二项为 ｂ
的正则项，在一定程度上减少了虚假边缘的出现。

然后，根据边缘指示函数ｂ构造模型的权重函数

ｏ１ ｘ，( )ｙ＝ ａｒｃｔａｎ（（ｂ（ｘ，ｙ）－ｔ）ｓ）π( )＋０５ ｋ－( )ｌ＋ｌ，

ｏ２ ｘ，( )ｙ＝１－ｏ１（ｘ，ｙ），如图１。

图１　函数ｏ１（ｂ）的图形

其中，ｔ为平移参数，ｓ为伸缩参数，０≤ｔ≤１，ｓ＞０，
参数 ｌ为接近于 ０的非负数。ｏ１ ｘ，( )ｙ是关于点

ｔ，ｌ＋ｋ( )２ 对称的单调递减函数，有０≤ｌ≤ｏ１（ｘ，ｙ）

≤ｋ≤１，ｏ２ ｘ，( )ｙ是关于点 ｔ，１－ｌ＋ｋ( )２ 对称的单调

递增函数，有０≤１－ｋ≤ｏ２（ｘ，ｙ）≤１－ｌ≤１。当 ｂ
的值趋向于 ０时，就判定为图像边缘，权重函数
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ｏ１ ｘ，( )ｙ为接近于０的值 ｌ、ｏ２ ｘ，( )ｙ为接近于 １的
值１－ｌ，扩散模型中以相干增强扩散为主，以保护
边缘、纹理的线状结构，抑制边缘上的噪声；当 ｂ
的值趋向于１时，就判定为图像的光滑区域，权重
函数 ｏ１ ｘ，( )ｙ为接近于１的值 ｋ、ｏ２ ｘ，( )ｙ为接近于
０的值１－ｋ，扩散模型中以 ＰＭ扩散为主，以保持
区域内部的光滑性，而实际上 ｋ的值可以取定为
１，因为光滑区域内只需要 ＰＭ扩散，有相干增强
扩散反而不好；而当 ｂ的值在 ｔ的附近时，不能判
断是被噪声严重污染的光滑区域还是一些细小的

边缘或纹理，此时权重函数 ｏ１ ｘ，( )ｙ、ｏ２ ｘ，( )ｙ的取
值在对称点附近，随 ｂ的增大而减小或增大，模型
中两种扩散的权重相当。

最后，根据小波分解得到的不同方向的高频分

量图的特征，调节参数选取不同尺度的权重函数

ｏ１ ｘ，( )ｙ和ｏ２ ｘ，( )ｙ，作用于各个高频分量图进行扩
散，使得相干增强扩散在各个方向的分量图上能够

更好的发挥保护边缘纹理线状结构的作用，同时也

能保持结构区域内部较好的光滑性。

本文算法主要步骤：

步骤一：对含噪图像 ｕｘ，( )ｙ进行小波分解，得
到低频分量图ｕＬＬ和高频分量图ｕＨＬ、ｕＬＨ、ｕＨＨ；

步骤二：利用低频分量图ｕＬＬ检测得到边缘指示
函数ｂ，构造权重函数ｏ１ ｘ，( )ｙ、ｏ２ ｘ，( )ｙ；

步骤三：调节参数选取适合的权重，利用模型

（２）分别对各分量图 ｕＬＬ、ｕＨＬ、ｕＬＨ、ｕＨＨ作扩散去噪
处理；

步骤四：对步骤三中处理后的各高频子带与低

频子带重构得到去噪后的图像。

５　数值实验结果
本文选取大小为２５６×２５６的Ｂａｒｂａｒａ灰度图像

作为实验图像，加入高斯白噪声，用Ｐ－Ｍ扩散和相
干增强扩散结合的方法、对小波系数用 Ｐ－Ｍ扩散
的方法和本文的方法比较图像去噪的效果。本文中

用小波函数ｄｂ１对图像进行２层分解，对各分量图像
用本文方法进行扩散，然后重构得到去噪图像。表１
是在不同噪声水平下，３种方法去噪后的峰值信噪比。

表１　不同噪声水平下３种方法
去噪后的峰值信噪比

噪声方差σ２

方法　　　　　　　　　　
σ２＝２０ σ２＝３０ σ２＝４０

噪声图像 ２２．０８５ １８．５６３ １６．０６５
小波系数用Ｐ－Ｍ扩散方法 ２５．９９６ ２４．１３５ ２２．００２
Ｐ－Ｍ扩散和相干增强扩散结合方法 ２７．０７８ ２５．０４５ ２３．２５
本文方法 ２６．８５６ ２４．９８３ ２２．８０９

　　图１为原始图像，图２、图３分别为加入方差
为２０和３０的高斯白噪声的图像实验的结果，图
４、图５分别为图２、图３局部放大的效果图，其中
（ａ）为噪声图像，（ｂ）为对小波系数用 Ｐ－Ｍ扩散
方法去噪后的图像，可以看出图像的结构区域内

部光滑性较差，一些细小的边缘和纹理被磨光，纹

理的线条是间断零乱的，（ｃ）为 Ｐ－Ｍ扩散和相干
增强扩散结合方法去噪后的图像，（ｄ）为本文方法
去噪后的图像，（ｃ）和（ｄ）去噪的效果都比（ｂ）的
好，并有各自的优点。（ｃ）的方法对保持结构区域
的边缘有较好的效果，但是光滑区域内容易产生

一些小的虚假边缘，本文方法得到的（ｄ）在保持区
域边缘的效果比（ｃ）要差一些，但是区域内的光滑
性较好，而且从人物头巾的纹理可以看出，本文方

法保持了更多的纹理信息，并且纹理光滑，保持了

较好的线状结构。

图１　Ｂａｒｂａｒａ

图２　噪声方差为２０的３种方法去噪效果
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图３　噪声方差为３０的３种方法去噪效果

图４　噪声方差为２０（图３）的放大效果图

图５　噪声方差为３０（图４）的放大效果图

５　结　论
本文在小波域中改进了Ｐ－Ｍ扩散与相干增强

扩散结合的方法，对各个分量图的小波系数进行扩

散，再重构。实验结果表明，本文方法在达到一定降

噪效果，并保持区域内部较好光滑性的同时，对保持

纹理信息、纹理的线状结构及纹理的光滑有很好的

效果，说明该方法对纹理图像去噪有较好的效果。
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