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摘　要：为了研究偏振状态下球形微粒的Ｍｉｅ散射规律，采用一种连分式向前递推的高精度算
法，通过ｍａｔｌａｂ编程计算，对单个微粒和微粒群进行研究，主要分析了小尺度范围内球形微粒
的吸收性、粒径分布对散射光分布规律的影响，直观的表示出 Ｍｉｅ散射分布规律，有助于 Ｍｉｅ
散射理论基础的研究和应用。
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１　引　言
随着激光技术和计算机的飞速发展，光学法微

粒粒度测量技术在越来越多的领域中出现，其中很

大一部分是以光散射理论为基础。Ｍｉｅ散射理论是
研究各向同性的球形粒子光散射的基础，又称为大

粒子弹性散射，其适应范围从几纳米到几毫米甚至

更大的气体、液体和固体，如空气中的一些气体分

子、硫氧化物分子、雾、云、汽轮机中的水滴等。针对

球形粒子，本文利用 Ｍａｔｌａｂ软件，选取合适 Ｍｉｅ散
射计算方法，对散射强度函数、相函数等进行了编程

计算和分析。

２　球形粒子散射理论计算
Ｍｉｅ散射理论计算非常复杂，特别是 Ｍｉｅ系数

的计算，不少国内外学者对算法进行了研究改进，并

发表了若干种方法［１－５］，本文采用的是一种比较稳

定且精度高的算法，具体见２２。
２１　散射强度函数

根据Ｍｉｅ散射理论，当入射光是平面偏振光时，
总散射光强的垂直分量 Ｉｒ和平行分量 Ｉｓ表达式如
下（φ是极化角）：

Ｉｒ＝
λ２Ｉ０
４π２ｌ２

ｉ１（θ）ｓｉｎ
２φ



Ｉｌ＝
λ２Ｉ０
４π２ｌ２

ｉ２（θ）ｃｏｓ
２φ （１）

总散射光强表达式为：

Ｉｓ＝
λ２Ｉ０
４π２ｌ２

［ｉ１（θ）ｓｉｎ
２φ＋ｉ２（θ）ｃｏｓ

２φ］ （２）

当入射光为非偏振光时总散射光强为：

Ｉｓ＝
λ２Ｉ０
８π２ｄ２

［ｉ１（θ）＋ｉ２（θ）］ （３）

其中，ｄ是观察点与微粒的距离；ｉ１（θ）和 ｉ２（θ）是散
射强度函数；Ｓ１（θ）和 Ｓ２（θ）是振幅函数，它们之间
的关系如下：

ｉ１（θ）＝ Ｓ１（θ）
２＝ ∑

∞

ｎ＝１

２ｎ＋１
ｎ（ｎ＋１）（ａｎπｎ＋ｂｂτｎ）

２

ｉ２（θ）＝ Ｓ２（θ）
２＝ ∑

∞

ｎ＝１

２ｎ＋１
ｎ（ｎ＋１）（ａｎτｎ＋ｂｂπｎ）

２

（４）
由以上公式可知，总散射光强ＩＳ、散射强度函数

ｉ１（θ）、ｉ２（θ）和振幅函数Ｓ１（θ）、Ｓ２（θ）都是Ｍｉｅ系数
ａｎ和 ｂｎ、散射角分布函数 πｎ和 τｎ的无穷级数（关
于截止阶数ｎｓｔｏｐ的确定在本节末给出）。所以只要
计算出Ｍｉｅ系数ａｎ和ｂｎ、散射角分布函数 πｎ和 τｎ
即可。

２２　Ｍｉｅ系数的计算
Ｍｉｅ散射系数的计算方法中，用定义式计算

比较困难，且非常耗时，所以一般采用基于定义

式改进的向前或向后递推算法。而当颗粒吸收

性很大或者折射率虚部绝对值非常大时，向后递

推计算有可能超过计算机允许的范围而溢出，因

此本文采用向前递推算法，根据文献［６］对 Ｍｉｅ
系数的重新构造进行计算，改进后的 Ｍｉｅ系数表
达式如下：

ａｎ＝Ａｎ（α）·Ｔａｎ（ｍ，α，β）
ｂｎ＝Ａｎ（α）·Ｔｂｎ（ｍ，α，β） （５）
其中：

Ａｎ（α）＝ψｎ（α）／ξｎ（α）

Ｂｎ（α）＝ξｎ（α）／ξｎ（α）

Ｌｎ（ｘ）＝ψｎ（ｘ）／ψｎ（ｘ）

（６）

Ｔａｎ（ｍ，α，β）＝
Ｌｎ（β）／ｍ－Ｌｎ（α）
Ｌｎ（β）／ｍ－Ｂｎ（α）

Ｔｂｎ（ｍ，α，β）＝
ｍＬｎ（β）－Ｌｎ（α）
ｍＬｎ（β）－Ｂｎ（α）

（７）

其中，α＝２πｒ／λ是无因次粒径参量；β＝ｍα，ｍ是微
粒相对于周围环境的折射率。

求 Ｍｉｅ系数 ａｎ和 ｂｎ转化为计算 Ａｎ（α）、
Ｂｎ（α）、Ｌｎ（α）、Ｌｎ（β）。Ａｎ（α）和Ｂｎ（α）可以用向后
递推计算，递推公式如下：

Ａｎ（α）＝Ａｎ－１（α）·
Ｂｎ（α）＋

ｎ
α

Ｌｎ（α）＋
ｎ
α

Ｂｎ（α）＝－
ｎ
α
＋ １
ｎ
α
－Ｂｎ－１（α）

（８）

Ａ１（α）＝
１

１＋ｉｃｏｓα＋αｓｉｎαｓｉｎα－αｃｏｓα
Ｂ０（α）＝－ｉ （９）
Ｌｎ（ｘ）采用向前递推法计算，递推公式为：

Ｌｎ－１（ｘ）＝
ｎ
ｘ－

１
ｎ
ｘ＋Ｌｎ（ｘ）

（１０）

由Ｌｅｎｔｚ的连分式算法求初始值 Ｌｎ（ｘ）
［７］，具

体算法如下：

Ｌｎ（ｘ）＝
ψ′ｎ（ｘ）
ψｎ（ｘ）

＝－１ｘ＋Ｇｎ （１１）

Ｇｎｋ＝ｅ１＋
１

ｅ２＋
１

…＋１ｅｋ

＝
记

（ｅ１，ｅ２，…，ｅｋ）

ｅｋ＝（－１）
ｋ＋１２（ｎ＋ｋ）－１

ｘ （１２）

根据Ｌｅｎｔｚ的证明：

Ｇｎｋ＝
（ｅ１）…（ｅｋ－１，…，ｅ１）（ｅｋ，…，ｅ１）
（ｅ２）…（ｅｋ－１，…，ｅ２）（ｅｋ，…，ｅ２）

＝Ｇｎ（ｋ－１）
（ｅｋ，…，ｅ１）
（ｅｋ，…，ｅ２）

通过计算比较Ｇｎｋ与 Ｇｎ（ｋ－１）之差的绝对值满足
误差要求，计算截止，再将 Ｇｎｋ代入公式（１１）得到
Ｌｎ（ｘ）。

散射角分布函数πｎ和τｎ同样采用递推方法求
（其中θ是散射角）：

πｎ＝
２ｎ－１
ｎ－１πｎ－１ｃｏｓθ－

ｎ
ｎ－１πｎ－２

π′ｎ＝（２ｎ－１）πｎ－１＋π′ｎ－１
τｎ＝πｎｃｏｓθ－π′ｎｓｉｎ

２θ （１３）
初始值：π０＝０；π１＝１；π′０＝π′１＝０
对 Ａｎ 、Ｔａｎ 和 Ｔｂｎ 进行分析，如图 １所示，

当ｎ增大到一定程度的时候，Ａｎ（α）随着 ｎ的增
大急剧减小，截止阶数就是通过这种特性确定的，本

文采用Ｗｉｓｃｏｍｂｅ的经验公式［８］，取ｎｓｔｏｐ＝α＋４α＋２
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进行计算。

图１　截止阶数的选取方法

Ｆｉｇ１　Ｓｅｌｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｏｆｃｕｔｏｆｆｎｕｍｂｅｒ（ｒ＝２μｍ）

３　特性分析
散射光强的分布主要和无因次参量 α、折射率

ｍ和散射角 θ有关，散射（消光、吸收）系数和无因
次参量α、折射率ｍ有关，微粒群的散射特性还和分
布模型有关，因此本文主要针对这几个参数进行分

析。而入射光波长 λ的变化相当于无因次参量 α
的变化，所以改变波长相当于改变α。
３１　散射强度函数

单个微粒的散射强度函数 ｉ１（θ）和 ｉ２（θ）表达

式如公式（４）。结合Ｍｉｅ系数和角度分布函数进行
编程计算，得到散射强度的分布关系，如图２，前向
散射明显强于后向散射，且微粒半径越大越明显，散

射光强大部分集中在前向小角度范围内，这被称为

米氏效应；图２（ａ）为不同微粒大小之间的对比，散
射光强呈现振荡现象，随着微粒半径的增大，振荡越

明显。图２（ｂ）为不同折射率之间的对比。由于耗
散介质的吸收，散射光强明显比非耗散介质弱，振荡

现象随着折射率虚部绝对值的增大逐渐消失，变得

平滑，尤其是后向散射。

图２　散射强度随角度分布关系

Ｆｉｇ２　ＴｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｉｎｔｅｎｓｉｔｙｖａｒｉｅｓｗｉｔｈｔｈｅＡｎｇｌｅ

３２　消光系数、散射系数和吸收系数
在非耗散介质中，折射率是一个实数，表示没有

吸收；在耗散介质中，复折射率 ｍ＝ｎ＋ｉη，ｎ反映了

介质的散射特性，η反映了介质的吸收特性。消光
系数和散射系数的计算公式分别如下：

Ｑｅｘｔ＝
２
α２
∑
∞

ｎ＝１
（２ｎ＋１）Ｒｅ（ａｎ＋ｂｎ）

Ｑｓｃａ＝
２
α２
∑
∞

ｎ＝１
（２ｎ＋１）（ａｎ

２＋ ｂｎ
２） （１４）

通过Ｍａｔｌａｂ对公式（１４）进行计算得到各个系
数和微粒大小的关系，如图３。非耗散介质比耗散
介质系数曲线振荡明显，曲线有一系列的极大值和

极小值，并出现微小的毛刺现象，折射率实部越大，

毛刺现象也越明显，极大值和极小值在同一粒径范

围内增多，消光系数趋近于２的速度越快；而对于折
射率虚部不为０的耗散介质，系数随粒径变化的振
荡减弱，毛刺现象消失，曲线变得平滑。当折射率虚

部增大，即微粒的吸收特性增强时，系数曲线变得非

常光滑。图３（ｃ）中给出了消光系数，散射系数，吸
收系数的关系，当颗粒为非耗散介质时，吸收系数

Ｑａｂｓ＝０，Ｑｅｘｔ＝Ｑｓｃａ；当颗粒为耗散介质时，Ｑｅｘｔ＝
Ｑｓｃａ＋Ｑａｂｓ。

图３　各系数和微粒大小的关系

Ｆｉｇ３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅａｃｈｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｎｄｔｈｅｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｚｅ

３３　散射相函数
光在某个给定方向单位立体角中散射的能量和

所有方向上平均单位立体角中的散射能量之比，称

为散射相函数。它表示距离粒子很远处的散射能量

随角度分布状况［９－１１］。当入射光为平面偏振光时，

单个水滴相函数的表达式为：

Ｐ（θ）＝ λ２

２π２ｒ２Ｑｓｃａ
（ｉ１ｓｉｎ

２φ＋ｉ２ｃｏｓ
２φ） （１５）
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对于单个微粒，散射系数相当于一个常数，其特

性与散射强度函数相似。图４给出了单个水滴的散
射相函数和散射角的关系。

图４　单个粒子的散射相函数

Ｆｉｇ４　Ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｐｈａｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｓｉｎｇｌｅｐａｒｔｉｃｌｅ

在研究非单一分散系的散射特性时，假设微

粒群中的各个微粒是相互独立的散射体，即各个

粒子之间的散射光互不相关，所以微粒群的散射

特性是各个微粒散射特性的线性叠加。本文以适

合描述破碎形成的微粒群的 ＲｏｓｉｎＲａｍｍｌｅｒ分布
函数表示微粒群尺寸分布，其尺寸分布概率密度

函数表达式为：

ｆ（ｒ）＝０６９３Ｋ－１珋ｒ（
ｒ
珋ｒ）

Ｋ－１ｅｘｐ［－０６９３（ｒ珋ｒ）
Ｋ］（１６）

其中，Ｋ是分布参数；珋ｒ是质量中间半径，它表示大于
质量中间半径的颗粒数占５０％，散射相函数与微粒
群的数密度无关［１２］，得到粒子群的相函数表达

式为：

Ｐ（θ）＝λ
２

２π２
∫ｒ１ｒ２（ｉ１ｓｉｎ

２φ＋ｉ２ｃｏｓ
２φ）·ｆ（ｒ０５）ｄｒ

∫ｒ１ｒ２Ｑｓｃａ·ｒ
２·ｆ（ｒ０５）ｄｒ

（１７）

散射相函数满足归一化条件：∫Ｐ（θ）ｄθ＝１
又有散射能量累积分布函数：

Ｆ（φ）＝∫φ０ｓｉｎθ·Ｐ（θ）ｄθ，０≤φ≤π （１８）
表示散射角小于 φ的散射能量占所有散射光

的比例，因此有：Ｆ（π）＝１。

图５　微粒群散射相函数

Ｆｉｇ５　Ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｐｈａｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｐａｒｔｉｃｌｅｓｗａｒｍ

通过软件对公式（１７）进行数值积分，得到微粒
群散射相函数与散射角的关系，如图５。微粒群的
光散射分布在前向比较平滑，后向小角度出现振荡，

与图４单个球形微粒的散射特性比较，振荡明显减
弱。分别对不同的分布参数进行计算、对比，不同的

分布参数对散射相函数的影响比较小，如图５（ａ）；
不同微粒大小对散射光的分布的影响如图５（ｂ），
与单个微粒相比，不同质量中间半径之间的差别减

小，特别是在前向３０°～６０°之间。
４　结　论

利用改进后的递推方法求Ｍｉｅ系数，使计算速
度大大的提高，而采用 Ｌｅｎｔｚ的连分式方法使计算
结果更加精确。针对球形微粒，入射光为平面偏

振光，本文分别对单个微粒和微粒群的散射特性

进行了计算分析，对比各个参数对散射强度函数、

散射相函数、散射（吸收、消光）系数等的影响，对

光散射实验研究具有指导作用，有助于对实验数

据的分析。
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