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二维光子晶体 <Y波初边值问题的 Y-<,-O矩阵分解算法

王忆锋"唐利斌"岳#清

"昆明物理研究所!云南 昆明 =:"**\#

摘#要!介绍了求解二维光子晶体<Y波初边值问题的一种Y-<,-O矩阵分解算法"该算法首

先利用绝对稳定的古典隐格式差分将 <Y波表示为矩阵模型"再借助蛙跳采样分离出有关磁

场分量和电场分量的矩阵方程"其求解可以通过调用Y-<,-O矩阵左除命令完成# 该方法具

有概念简单%使用方便%实用性强等特点#

关键词!光子晶体$<Y波$麦克斯韦方程$矩阵分解$Y-<,-O

中图分类号! !̀;+(+###文献标识码!-
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+#引#言

光子晶体"NJ&8&CBLLIS78F'#是一种人造周期性

结构!它与一般晶体的差异在于介电常数在空间以

波长量级周期性排列)+*

!可用于制备红外探测器(

激光器等光电子器件)* [\*

' 光子晶体的维数由其晶

格维数定义!有一维(二维和三维光子晶体之分!其

中二维光子晶体是目前的研究热点)**

'

光子晶体满足的基本方程是偏微分形式的麦克

斯韦方程"组#!为了完全确定其解!需要给出包括

初始条件和边界条件在内的适当定解条件' 偏微分

方程与定解条件一起构成定解问题' 既有初始条件

又有边界条件的定解问题称为初边值问题)!*

!其中

对于可以直接变为有限差分方程的边界条件)+*

!不

管它是否与时间相关!均可归结为差分后各边界节

点值已知的初边值问题' 本文介绍了用 Y-<,-O

矩阵求解此类问题的一种算法!该算法首先利用绝

对稳定的古典隐格式差分):*将<Y波表示为矩阵模

型!再借助+蛙跳格式采样,

)+!= [;*分离出有关磁场

分量和电场分量的矩阵方程!其求解可以通过调用

一条Y-<,-O矩阵除法命令完成'

*#无损耗介质中的麦克斯韦方程

在三维直角坐标系中!向量!记为$
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式中!V
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称为!在"!Q![方向的直角分量&"!

#!$分别为直角单位向量'
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其中!

(

S!称为向量 !的旋度!又称为向量叉积&

(

/!称为向量 !的散度!亦称为向量点积' 旋度

和散度的计算容易利用 Y-<,-O提供的两个命令

D&8"#和LI&77"#完成' 例如!利用叉积命令 LI&77"#

计算容易得到$
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介质内的麦克斯韦方程"组#可以写为$

(

/%(+

(

S&(*

.

'

.

6

(

/'("

(

S(() 4

.

%

.













6

,!,

%(

"

&

'(

(

(

) (

,

{
&

"!#

式中!%为电位移向量&+为电荷量&&为电场强度

向量&(为磁场强度向量&)为传导电流密度向量&'

为磁感应强度向量&

"

为介质的介电常数!或称为相

对介电常数' 另外!

(

为磁导率&

,

为电导率'

假设组成光子晶体的介质材料无损耗!则有

,

("' 光子晶体理论计算的焦点问题之一就是如

何由已知的介电常数
"

的分布求解如下形式的麦克

斯韦方程组$
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由式"\#(式"!#和式":#!可以写出$

<Y波$
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对于二维问题!假设所有物理量均与 [坐标无

关!即
.
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[("!于是有$

<Y波$

.

X

[

.

Q

(*

(

.

$

"

.

6

.

X

[

.

"

(

(

.

$

Q

.

6

.

$

Q

.

"

*

.

$

"

.

Q

(

"

.

X

[

.













6

</波$

.

$

[

.

Q

(

"

.

X

"

.

6

.

$

[

.

"

(*

"

.

X

Q

.

6

.

X

Q

.

"

*

.

X

"

.

Q

(*

(

.

$

[

.













6

";#

\#以古典隐格式差分表示的<Y波矩阵模型

有限差分法是求解麦克斯韦方程的常用方法之

一' 该方法的第一步是将求解区域网格化' 如图 +

所示!在"轴方向以
,

"为间距(在Q轴方向以
,

Q为

间距!将求解区域等间距划分为TS>个矩形网格!

计有"T4+# S">4+#个节点!其中待求节点"T*

+# S">*+#个!边界节点 *"T4>#个' 设 1为时

间坐标!将时间坐标上的计算区域划分为 8个等

份!共有"84+#时间节点!从一个时间节点到下一

个时间节点的间隔
,

6称为时间步长' 以电场分量

X

[

为例!引入时间步长后的节点坐标记为X

[

"3

,

"!

#

,

Q!1

,

6#!省略各步长项后可写为 X

[

"3!#!1#!或

者进一步简记为X

"1#

[

"3!##&其余依此类推'

图 +#数值求解二维麦克斯韦方程所用的网格节点

3B6(+#C&DF'7M&IC5REIBLF'7&'58B&C &M8T&9DBREC7B&CF'

RFdTE''EV5F8B&C7

,,差分法的基本思想是在各网格节点对函数做泰

勒级数展开并取近似!用差商代替导数!将偏微分方

程转化为一个线性方程组形式的差分方程!通过求

解线性方程组得到微分方程的近似解' 差分有不同
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的格式' 简单地说!设有函数 Y""!6#!在"3!14+#

处!其对坐标"的一阶偏导数可以用"14+#时刻的

中心差分近似为$
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在"14+#时刻对时间偏导数的向后差分近

似为$
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以式";#中所示的<Y波方程为例!设已知"3!

#!1#的值' 在"3!#!14+#处!时间用向后差商近

似!空间用中心差商近似!可得古典隐格式的差分格

式' 古典隐格式是绝对稳定的):*

'

式";#中的<Y波方程可以化为$
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其中$
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将式"+"#中的三个等式相加!则有$
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,,在式"+*#中!遍历"3!##的所有取值!例如!从

3(* 开始!取 # (*!0!>&再从 3(\ 开始!取 # (

*!0!>&一直取到 3(T!# (*!0!>&整理后可以

写出下列矩阵形式$
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式中!*为"T*+#/">*+# S"T*+#/">*+#阶

零矩阵&+
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均为"T*+#/">*+# S

"T*+#/">*+#阶的对角系数矩阵!对角矩阵可

用Y-<,-O的 DBF6"#命令产生)$*

!其定义如下$
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式中的各 ,矩阵分量均为">*+# S">*+#阶

矩阵'

在式"+:#的左端!(
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均为

"T*+#/">*+# S+ 阶矩阵!其中各元素分别为

待求的磁场分量和电场分量!并有$
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式中!"2#表示矩阵的转置&另外!其中的"!#和"&#

已沿用Y-<,-O句法)$*
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式"+:#右端的矩阵为由初始值或前一时刻节

点值以及边界值等构成的已知量!并有$
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其中!下标F表示边界值'
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式中!.
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为">*+# S+ 阶零矩阵!可调用 Y-<,-O

的cEI&7">*+!+#命令生成)$*
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X[!F!+

*

-

"1#!+

X[!F!+

()X

"1#

[

"+!*#!0!X

"1#

[

"+!>#*2

-

"1#!T

X[!F!+

(*)X

"1#

[

"T!*#!0!X

"1#

[

"T!>#*

{
2

"*:#

&

"1#

[!F!*

()-

"1#

X[!F!*

"*#&0&-

"1#

X[!F!*

"T#*

-

"1#

X[!F!*

"3# ()X

"1#

[

"3!+#!"!0!"!

*X

"1#

[

"3!>4+#*2!3(*!\!0!

{
T

"*=#

!#<Y波矩阵模型的分解

从式"+:#可以看到!其左端为 \/"T*+#/

">*+# S+ 阶矩阵!即有 \/"T*+#/">*+#个

待求未知量&而右端为"T*+#/">*+# S+ 阶矩

阵!即"T*+#/">*+#个已知量' 从计算的角度

看!除非从中去掉 */"T*+#/">*+#个未知量!

否则它是不可求解的' 解决此矛盾的一种基本思路

是通过将时间及空间步长缩小一半来加密网格(然

后错位采样!这就是电磁场理论中的+蛙跳格式采

样,概念)+!= [;*

'

在前述分析过程中!时间步长为 "!

,+

!*

,+

!

\

,+

!0&现将时间步长加密为 "!+&*

,+

!

,+

!"+ g+&

*#

,+

!*

,+

!"* g+&*#

,+

!等等' 这里沿用 HEE单元

网格空间中电磁场的量化关系)+!;*

!即先计算磁场

分量(

"

和 (

Q

!后计算电场分量 &

[

&换言之!(

"

和

(

Q

取"14+&*#

,+

时刻的值!&

[

取 1

,+

时刻的值'

另外!每个场分量自身相距一个空间步长&电场与磁

场相距半个空间步长'

考虑到<Y波的两个磁场分量(

"

和(

Q

同时出

现!即其时间步长必须相同!可以通过在空间步长上

的错位将(

"

和(

Q

分离开来' 例如!一种处理方法

是!(

"

"3!# 4+&*!14+&*#!(

Q

"34+&*!#!14+&

*#&而电场分量则取为空间坐标相同!时间坐标不

同!即 &

[

"3! #!1#' 于是在任一时空坐标下!式

"+:#中与右侧相关的量只有"T*+#/">*+#个!

从而构成阶数相等的矩阵方程!即$

"Z$ 激 光 与 红 外#################### 第 !" 卷
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+

+

$"

/ (

"14+&*#

"

"3! # 4+&* # (

!

"1*+&*#

4

(

"1*+&*#

"!F

4(

"1*+&*#

Q!F

4&

"1*+&*#

[!F!+

4&

"1*+&*#

[!F!*

"*;#

*9

*

+

$Q

/(

"14+&*#

Q

"34+&*! ## (

!

"1*+&*#

4

(

"1*+&*#

"!F

4(

"1*+&*#

Q!F

4&

"1*+&*#

[!F!+

4&

"1*+&*#

[!F!*

"*$#

*+

X[

/&

"1#

[

"3!## (

!

"1*+#

4(

"1*+#

"!F

4(

"1*+#

Q!F

4

&

"1*+#

[!F!+

4&

"1*+#

[!F!*

"*Z#

在上述三个矩阵方程的左端!+

$"

!+

$Q

和+

X[

为

已知量!(

"

!(

Q

和&

[

为待求的未知量&因此若能构

造出右端不同时空坐标下的相应矩阵!则调用一条

Y-<,-O矩阵除法命令即可完成各场量的计算'

:#<Y波矩阵模型计算的Y-<,-O实现

至此!上述算法过程可以通过下述步骤完成$

5

1("!为已知的初始条件和边界条件&

6

1(+&*!计算磁场分量' 根据式"+!#写出

3

"+&*#

"3!# 4+&*#和
3

"+&*#

"34+&*!##!可以看到两

者均为由初始条件和边界条件构成的已知量!于是

根据式"*;#!可以求出 (

"+&*#

"

"3!# 4+&*#的值&根

据式"*$#!可以求出(

"+&*#

Q

"34+&*!##的值&

7

1(+!计算电场分量' 此时的
3

""#

"3!##仍

为已知量!故可以根据式"*Z#求出 &

"+#

[

"3!##的

值' 随后利用均值近似求出下一个时间步长计算磁

场分量所需要的电场值!即前半个时间步长上的电

场值&

&

"+&*#

[

"3!## (

&

""#

[

"3!## 4&

"+#

[

"3!##

*

以及半个空间步长上的电场值$

&

"+&*#

[

"3!# 4+&*# (

&

"+&*#

[

"3!# 4+# 4&

"+&*#

[

"3!##

*

&

"+&*#

[

"34+&*!## (

&

"+&*#

[

"34+!## 4&

"+&*#

[

"3!##

*

8

1(\&*!计算磁场分量' 在前面第
6

步和第
7

步

的基础上!即可根据式"*;#(式"*$#求出 (

"\&*#

"

"3!

# 4+&*#和 (

"\&*#

Q

"34+&*!##的值&进而得到下一

时间步长计算电场分量 &

[

所需要的磁场分量值!

即$

(

"+#

"

"3!# 4+&*#(

(

""):#

"

"3!# 4+&*#4(

"+):#

"

"3!# 4+&*#

*

(

"+#

"

"3!## (

(

"+#

"

"3!# *+&*# 4(

"+#

"

"3!# 4+&*#

*

(

"+#

Q

"34+&*!##(

(

""):#

Q

"34+&*!##4(

"+):#

Q

"3*+&*!##

*

(

"+#

Q

"3!## (

(

"+#

Q

"3*+&*!## 4(

"+#

Q

"34+&*!##

*

,,注意到在第
7

步中已经求出 &

"+#

[

"3!##!加上

这里求出的(

"+#

"

"3!##和 (

"+#

Q

"3!##!至此已获得

整数时空坐标点处的电场分量和磁场分量的数值&

9

1(*!计算电场分量!与第
7

步类似&

:

1(:&*!计算磁场分量!与第
8

步类似&如此

循环!直到遍历全部时间步长'

由于上述计算过程中所需要的矩阵已先行给出

或定义!故相应的程序实现比较简单!限于篇幅!此处

不再介绍' 有关技巧可见诸参考文献):*!)$*等'

=#结束语

有限差分有显格式和隐格式之分' 显格式对

时间步长和空间步长有一定的限制!否则会发生

稳定性问题!出现不合理的结果)+!Z*

' 隐格式则对

步长没有限制!不会出现解的振荡现象)Z*

' 本文

介绍的方法将古典隐格式差分的稳定性):* 与

Y-<,-O强大的矩阵b向量计算功能结合在一起!

物理概念清晰!推导过程简捷!程序编调工作量较

小!还可以推广到用于解决二维光子晶体 </波的

初边值问题'
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