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基于旋转、平移和尺度不变的平稳小波图像去噪

李晋炬，马志峰，吴琼之，杜　娟
（北京理工大学信息与电子学院，北京１０００８１）

摘　要：针对传统的离散正交小波变换对信号的起始位置比较敏感的特点，提出了具有旋转、
平移和尺度不变的平稳小波变换，将图像变换到极坐标，采用方向能量函数确定图像主轴方

位，并将图像主轴旋转到水平方向得到方向归一化的图像。然后通过对图像的重整和小波基

的位移、伸缩、旋转，来消除位移和尺度的影响。采用基于Ｂａｙｅｓｉａｎ自适应阈值估计的方法，通
过最小化Ｂａｙｅｓｉａｎ风险函数获得具有最大信噪比的图像近似最优消噪阈值，提出一种利用输
入数据直接得到渐近最优阈值的图像去噪方法。实验结果表明，所提出的方法能够在去除噪

声的同时很好地保留图像的边缘，是一种有效的图像去噪方法。
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１　引　言
图像去噪是图像预处理中一项应用非常广泛的

技术，其作用是抑制噪声对图像质量的影响，提高图

像的信噪比，突出图像的期望特征，为后续的图像处

理提供尽可能好的输入图像。但是，在图像降噪中，

一个关键的问题是如何在降低图像噪声和保留图像

细节上保持平衡，传统的滤波方法是将图像中的高

频成分滤除，虽然能够达到降低噪声的效果，但同时

破坏了图像的细节。如何能够既降低图像噪声，同

时又保持图像细节成为降噪研究的期望目标，而这

在小波变换这一强有力的多尺度信号分析工具出现
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以后已经成为可能。

由于小波变换同时具有时域与频域上的局部特

性，优于传统的傅里叶变换，在信号与图像处理领域

有广阔的应用前景。利用小波变换特有的多尺度分

析和局部化性质，可以构造基于小波变换的性能优

良的降噪算法，既能够滤除大部分的噪声，又可以较

好地保持图像的细节信息。图像平移以后，它的数

值表示算子应当被平移，而不是被改变。但 Ｍａｌｌａｔ
算法对小波变换中位置参数的Ｄｅｃｉｍａｔｉｏｎ采样破坏
了小波变换的平移不变性，使得离散小波变换

（ＤＷＴ）为对信号的起始位置非常敏感，即数字信号
在时域（或空域）的微小移动会造成小波变换系数

分布的极大变化。这一缺点在很大程度上限制了小

波多尺度分析在图像处理领域的应用。为此

Ｘｉｏｎｇ［１］仿造几何矩构造不变矩的方法得到了具有
平移和尺度不变的平稳小波。本文在文献［１］的基
础上，将图像变换到极坐标，采用方向能量函数确定

图像主轴方位，并将其旋转到水平方向得到方向归

一化图像。通过对图像的重整和小波基的位移、伸

缩旋转，消除位移和尺度的影响，得到具有旋转、平

移和尺度不变的平稳小波变换系数。采用基于旋

转、平移和尺度不变平稳小波变换给出一种有效的

图像去噪算法［２］，能够有效抑制图像中的各种

噪声。

虽然众多学者提出了基于小波阈值的去噪算

法，但是多数利用噪声的统计特性实现阈值去噪。

在许多实际应用中，噪声的确切特性却是未知

的［３－４］。本文基于Ｂａｙｅｓｉａｎ阈值估计原理得到近似
最优阈值方法与小波变换相结合，提出一种利用输

入数据直接得到渐近最优阈值的图像去噪方法。由

于小波变换对信号有能量“集中”的能力，能将信号

的能量集中于小波变换域的少数系数上。为此，采

用基于旋转、平移和尺度不变平稳小波变换对图像

进行小波分解，利用所提出的去噪方法对分解后的

各层子带进行处理，使各个子带分别收敛于其最大

信噪比［５］。

２　基于旋转、平移和尺度不变平稳小波变换
为了得到归一化图像，将图像从笛卡尔坐标系

转化为极坐标系，计算图像的方向能量函数，对不同

方向的能量函数进行比较，确定出图像主轴方位角。

在笛卡尔坐标系中对图像进行旋转，使其主轴位于

水平方向，得到角度归一化的图像。

对给定的离散图像（尺寸大小为 Ｍ×Ｎ），将图
像原点移至（Ｍ／２，Ｎ／２），根据式（１）确定极坐标径
向分量ｒ的取值范围［０，Ｒ］，其中：

Ｒ＝ ａ２＋ｂ槡[ ]２ （１）

其中，［·］表示取整运算；ａ＝Ｍ２；ｂ＝
Ｎ
２。

根据式（２）所示极坐标与笛卡尔坐标关系可以
得到图像的极坐标表示ｆ（ｒ，θ）：

ｒ＝ （ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）槡
２

θｉ＝ｉ{ 

＝π４－ａｒｃｔａｎ
ｂ－１( )ａ （２）

其中，为最大的采样角，在这里取：

α＝ａｒｃｔａｎ ｂ( )ａ －ａｒｃｔａｎｂ－１( )ａ （３）

β＝ａｒｃｔａｎｂ－１( )ａ －ａｒｃｔａｎｂ－２( )ａ （４）

对式（３）、式（４）分别取正切函数得到：

ｔａｎα＝ｔａｎａｒｃｔａｎ ｂ( )ａ －ａｒｃｔａｎｂ－１( )( )ａ

＝

ｂ
ａ－
ｂ－１
ａ

１＋ｂａ·
ｂ－１
ａ

＝ ａ
ａ２＋ｂ（ｂ－１）

（５）

ｔａｎβ＝ｔａｎａｒｃｔａｎｂ－１( )ａ －ａｒｃｔａｎｂ－２( )( )ａ

＝

ｂ－１
ａ －ｂ－２ａ

１＋ｂ－１ａ·
ｂ－２
ａ

＝ ａ
ａ２＋（ｂ－２）（ｂ－１）

（６）

由于（ｂ－２）＞０，所以 ｔａｎα＜ｔａｎβ，可以得到
α＜β，这样可以知道最大的存在最小冗余的采样角
，超过这个采样角就会丢失原始图像的信息。这
样图像就由笛卡尔坐标转换到了极坐标［８］：

ｐ（ｒ，θｉ）＝ｆ（?
Ｍ
２」＋?ｒｃｏｓ（ｉ）」，

?
Ｎ
２」＋?ｒｓｉｎ（ｉ）」） （７）

式中，ｉ＝０，…，Ｋ－１，其中，Ｋ＝２π／θ；ｒ＝０，…，Ｒ－１。
对于图像的极坐标灰度分布 ｆ（ｒ，θ），平均能量

分布函数为：

ｐ（θｉ）＝
１
ｎｉ
∑
Ｒ－１

ｌ＝０
ｆ（ｒｌ，θｉ）　（０≤ｉ＜Ｋ） （８）

计算极坐标图像在每个方向的平均能量分布，

将这些能量信号排列成能量分布序列，然后将极坐

标图像向右旋转，使得能量序列中的最大值元素在

不变特征量中排在起始位置，若能量序列的最大值

元素不唯一时，不变特征量中最大元素的序号之和

必须最小。这样就消除了图像的方向差异，使得位

于不同角度的图像得到了统一的表述方式。

对信号ｆ（ｘ，ｙ）而言，若ｆ（ｘ，ｙ）的多尺度分解和
ｆ（ａｘ＋ｂ，ｃｙ＋ｄ）（ａ，ｂ＞０；ｃ，ｄ∈Ｒ）的分解系数相
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同，则小波分解是平移和尺度不变的。由于离散正

交小波变换不具有平移和尺度不变性，因此 Ｘｉｏｎｇ
根据信号的统计分布，对正交小波基函数进行位置、

尺度变换，构造新的小波多尺度函数，得到具有平移

和尺度不变性的平稳小波分解［３］：

Ｔｊ，ｋ（ｘ，ｙ）＝
２－ｊ／２

σ槡 ｆ

２－ｊ
ｘ－μｆ
σｆ
－ｋ，２－ｊ

ｙ－μｆ
σｆ( )－ｋ

（９）

ψＴｊ，ｋ（ｘ，ｙ）＝
２－ｊ／２

σ槡 ｆ

ψ２－ｊ
ｘ－μｆ
σｆ
－ｋ，２－ｊ

ｙ－μｆ
σｆ( )－ｋ

（１０）
ＶＴｊ＝ｓｐａｎ｛

Ｔ
ｊ，ｋ（ｘ，ｙ），ｋ∈Ｚ｝ （１１）

ＷＴｊ＝ｓｐａｎ｛ψ
Ｔ
ｊ，ｋ（ｘ，ｙ），ｋ∈Ｚ｝ （１２）

｛ＶＴｊ｝ｊ∈ｚ构成 Ｌ
２（Ｒ）的一个多尺度逼近，且

ＶＴｊ＋１＝Ｖ
Ｔ
ｊＷ

Ｔ
ｊ将信号 ｆ（ｘ，ｙ）在 Ｖ

Ｔ
ｊ和 Ｗ

Ｔ
ｊ上作小波

变换，得到一个具有旋转、平移和尺度不变的平稳小

波变换。由于它是一种冗余小波变换，因而更适合

于处理相关问题。在噪声预处理过程中，噪声大部

分为相关噪声，因而采用具有旋转、平移和尺度不变

的平稳小波变换更为合适。并且通过对图像重整和

正交小波基的位移、伸缩变换，消除了位移和尺度的

影响，为去除噪声提供了可靠、稳健的不变特性。

在基本的离散小波变换分解模块中采用两个

“下采样”，我们分别采用奇数“下采样”和偶数“下

采样”，并且，我们将奇数和偶数部分同时保留，这

样就得到一层小波分解。一层一维平稳小波变换的

滤波器组结构如图１所示。

图１　ＳＳＨＲＩＳＷＴ的一层一维分解方块图

　　信号经平稳小波变换时不对信号本身进行下采
样处理，而是在每个滤波器系数间插入零值来实现

滤波器的延展，变换后的逼近信号和细节信号长度

都与原信号长度相同，可以有效地避免由于信号下

采样但小波基不具有平移不变而造成重构信号产生

Ｇｉｂｂｓ震荡的问题。
若正交小波滤波器 Ｈ，Ｇ的滤波器系数分别为

ｈｊ和ｇｊ，信号的多分辨率分析公式为：

ｃＡｊ＋１＝ｈｊｃＡｊ
ｃＤｊ＋１＝ｇｊｃＤ{

ｊ

其中，ｈｊ和ｇｊ分别为第ｊ级尺度的分解滤波器组，近
似系数ｃＡｊ、细节系数ｃＤｊ的长度与信号长度相同。

初始尺度为：

ｃＡ０＝ｆ［ｎ］　ｈ０＝Ｌｏ＿Ｄ　ｇ０＝Ｈｉ＿Ｄ
按照滤波器组的观点，我们同时保留奇数和偶

数“下采样”，对低频带进一步进行细分，得到两层

平稳小波分解。对于逆运算，我们将奇数和偶数部

分分别取逆，然后对结果取平均即可。

３　图像去噪
图像经过小波变换后，图像能量主要集中在低

频子带图像上，而图像的加性随机噪声经过小波变

换后，能量则分散在各个高频子带图像上。本文采

用Ｄｏｎｏｈｏ提出的阈值方法进行图像去噪，该方法认
为信号对应的小波系数包含有信号的重要信息，其

幅值较大，但是数目较少，而噪声对应的小波系数是

一致分布的，个数较多，但是幅值较小。基于这一思

想Ｄｏｎｏｈｏ等人提出软阈值和硬阈值去噪方法，即在
众多小波系数中把绝对值较小的系数置为零，而让

绝对值较大的系数保留或收缩，分别对应于硬阈值

和软阈值方法，得到估计小波系数（ｅｓｔｉｍａｔｅｄｗａｖｅｌｅｔ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ，ＥＷＣ），然后利用估计小波系数进行信
号重构，即可达到去噪的目的。因此，可设定一个阈

值，将绝对值大于阈值的小波系数当作噪声去除，这

样来达到去除噪声的目的。在使用阈值去除噪声的

过程中，关键的一步是阈值的设定，因为过大的阈

值，会造成有用的高频信息丢失，使图像变得模糊；

而过小的阈值，又会保留过多的噪声，使去噪效果不

明显。

为了得到近似最优阈值来很好地消除图像中的

噪声，关键是要获得最大信噪比的图像消噪阈

值［４］，在文中采用基于 Ｂａｙｅｓｉａｎ估计的自适应阈值
方法，通过最小化 Ｂａｙｅｓｉａｎ风险函数得到近似最优
阈值。

Ｓ．ＧＣｈａｎｇ等基于 Ｂａｙｅｓｉａｎ估计理论，假设小
波系数服从 ＧＧＤ（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｇａｕｓｓｉａｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）
的条件下，得到一个阈值，该阈值与一些经典的阈值

相比取得了更好的效果。根据均方误差最小（ｍｅａｎ
ｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ，ＭＳＥ）的原则，在 Ｂａｙｅｓｉａｎ理论框架下，
假设小波系数服从广义高斯分布（ＧＧＤ）［６］，即：

ＧＧＤσＸ，β（Ｘ）＝Ｃ（σＸ，β）ｅｘｐ｛－［α（σＸ，β）｜Ｘ］
β｝

（１３）

其中，α（σＸ，β）＝σＸ
Γ（３／β）
Γ（１／β[ ]）

１／２

（１４）
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Ｃ（σＸ，β）＝
β·α（σＸ，β）
２Γ（１／β）

（１５）

Γ（ｔ）＝∫∞０ｅ－ｕｕｔ－１ｄｕ （１６）

其中，σＸ＞０，β＞０
对给定参数 σＸ，β，找到一个使 Ｂａｙｅｓｉａｎ风险

ｒ（Ｔ）＝Ｅ（Ｘ^－Ｘ）２最小（Ｘ^为 Ｘ的 Ｂａｙｅｓｉａｎ估计）的
软阈值。

ｒ（Ｔ）＝Ｅ（Ｘ^－Ｘ）２＝ＥＸＥＹ｜Ｘ（Ｘ^－Ｘ）
２ （１７）

其中，Ｘ^＝ηＴ（Ｙ），
ηＴ（Ｙ）＝ｓｇｎ（Ｙ）·ｍａｘ（｜Ｙ｜－Ｔ，０）
Ｙ｜Ｘ～Ｎ（ｘ，σ２），
Ｘ～ＧＧＤαＸ，β
最优阈值Ｔ表示为：Ｔ ＝ａｒｇｍｉｎ（ｒ（Ｔ））

Ｔ　　　
（１８）

利用Ｂａｙｅｓｉａｎ风险来得到最优阈值：

ｒ（Ｔ）＝Ｅ（Ｘ^－ｘ）２＝ＥＸＥＹ｜Ｘ（Ｘ^－ｘ）

＝∫＋∞－∞∫
＋∞

－∞
（ηＴ（ｙ）－ｘ）

２ｐ（ｘ）ｐ（ｙ｜ｘ）ｄｙｄｘ

＝σ２ω
σ２Ｘ
σ２
，
Ｔ( )σ （１９）

其中：

ω（σ２Ｘ，Ｔ）＝σ
２
Ｘ＋２（Ｔ

２＋１－σ２Ｘ）
Ｔ
１＋σ２槡

( )
Ｘ

－

２Ｔ（１＋σ２Ｘ）（Ｔ，１＋σ
２
Ｘ） （２０）

（ｘ，σ２）＝
１
２πσ槡( )２ ｅｘｐ（１（ｘ２／２σ）） （２１）

＝∫＋∞ｘ （ｔ，１）ｄｔ （２２）

最后得出最优阈值为：Ｔ＝σ^
２

σＸ
（２３）

在阈值Ｔ中需要估计参数噪声方差σ^和信号噪
声方差σＸ，噪声方差的估计公式为：

σ^＝
Ｍｅｄｉａｎ（｜Ｙｉｊ｜）
０．６７４５ ，Ｙｉｊ∈ｓｕｂｂａｎｄＨＨ１ （２４）

而且

σ２Ｙ＝σ
２
Ｘ＋σ

２ （２５）
又因为σ２Ｙ可由式（２６）估计：

σ２Ｙ＝
１
ｎ２
∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１
Ｙ２ｉｊ （２６）

其中，ｎ×ｎ为子带的大小。由式（２２）和式（２３）可
以得到：

σ^Ｘ＝ ｍａｘ（σ^
２
Ｙ－σ^

２，０槡 ） （２７）
然而这样得到的阈值在每一个小波子带仅仅采

用一个阈值，在噪声主导的子带阈值偏大，会除掉一

些重要的细节，而在受噪声影响较小的子带阈值偏

小，保留了较多的噪声。针对这一不足，提出了基于

小波系数邻域Ｂａｙｅｓｉａｎ自适应阈值。
设Ｗ为Ｋ×Ｋ窗口，Ｙｉｊ为噪声图像的小波系数，

σ^２Ｙｉｊ为（ｉ，ｊ）处的方差估计值，其中 ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ；
Ｋ为正奇数，于是得到：

σ^２Ｙｉｊ＝
１
ｋ２
∑
ｋ

ｍ，ｎ＝１
Ｙ２ｍｎＷ （２８）

其中，Ｙｍｎ是以Ｙｉｊ为中心的ｋ×ｋ的窗口矩阵；表示
卷积。可以得到：

σ^Ｘｉｊ＝ ｍａｘ（σ^
２
Ｙｉｊ－σ^

２，０槡 ）

最后得到基于小波系数邻域Ｂａｙｅｓｉａｎ自适应阈
值Ｔｉｊ：

δ^＝Ｔｉｊ＝
σ^２

σＸｉｊ
（２９）

Ｍ．Ｊａｎｓｅｎ等人已经证明了当 Ｎ∞时，有下式
成立［７］：

ＥＭＳＥ（δ^）
ＥＭＳＥ（δ）

１ （３０）

由上述叙述可知，基于旋转、平移和尺度不变平

稳小波变换去除噪声的步骤如下：

Ｓｔｅｐ１．对观测信号进行基于旋转、平移和尺度
不变平稳小波变换；

Ｓｔｅｐ２．利用Ｂａｙｅｓｉａｎ阈值估计求解渐近最优阈

值 δ^；
Ｓｔｅｐ３．利用“软阈值”法对各层的高频子带小波

系数进行阈值化处理；

Ｓｔｅｐ４．进行基于旋转、平移和尺度不变平稳小
波反变换，得到去噪后的图像。

４　试验结果及结论
实验中采用具有２阶消失矩的Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波

进行离散正交小波变换和基于旋转、平移和尺度不

变平稳小波变换，分解三层。对不同光照条件下的

可见光图像分别加平稳不相关高斯白噪声和平稳相

关高斯有色噪声，采用 ３种方法对图像进行去噪。
这３种方法分别是：本文的基于旋转、平移和尺度不
变平稳小波阈值去噪法、离散正交小波去噪法、经典

的中值滤波法。

图２和图７为原始图像，图３和图８为加入高
斯噪声的图像，图４，图５，图６，图９，图１０，图１１分
别为使用不同的降噪方法进行降噪处理以后的

图像。
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图２　面目标原始图像 图３　加高斯噪声图像

图４　ＭＦ降噪图像 图５　ＤＷＴ降噪图像

图６　ＳＳＲＩＷ降噪图像 图７　小目标原始图像

图８　加高斯噪声图像 图９　ＭＦ降噪图像

图１０　ＤＷＴ降噪图像 图１１　ＳＳＲＩＷ降噪图像
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　　从上面的实验结果可以看出，本文的基于 ＳＳ
ＲＩＷ的降噪方法，在有效去除图像中存在的加性高
斯噪声的同时，又能抑制图像中的背景杂波，如图６
和图１１所示。与基于 ＤＷＴ的去噪方法相比，基于
中值滤波方法的去噪效果较差，对背景杂波的抑制

能力也较弱。而基于ＳＳＩＲＷ的去噪方法，在噪声越
强时，去噪效果的优越性越明显。而且有效地消除

了图像的Ｇｉｂｂｓ效应。
为了进一步说明本算法的有效性，表１和表２

给出了在各种噪声强度下的去噪前后的各种方法的

峰值信噪比和均方误差。由表１和表２可知，基于
ＳＳＲＩＷ的去噪方法与 ＭＦ去噪法相比，去噪后的均
方误差明显减小；和 ＤＷＴ去噪方法相比去噪后的
均方误差相对也较小。峰值信噪比相对于其他的两

种方法都有显著的提高。这与前面的分析结果是一

致的，都充分说明了本算法的优越性。

表１　去高斯噪声前后的各种方法的均方误差

加噪图像 ＳＳＲＩＷ去噪法 ＤＷＴ去噪法 ＭＦ去噪法

２２．９６７４ １２．９６６５ １５．６９８９ ２０．５１９８

５８．１７４２ ３２．１６５０ ４１．７２６６ ４９．４３２７

１９５．４９２０ １３４．６８７４ １５１．４１１１ １７２．８３４４

２８８．２５２３ １８７．７８３１ ２１２．１０３４ ２２４．２３６４

表２　去高斯噪声前后的各种方法的峰值信噪比

加噪图像 ＭＦ去噪法 ＤＷＴ去噪法 ＳＳＲＩＷ去噪法

１５．６８０１ ２０．７８３１ ２３．９１２８ ２７．０５９４

１０．８３６５ １４．７７６２ １７．３３４７ １９．８８３０

８．５８６８ １１．４２１４ １４．０８２１ １６．３２７４

７．１７２１ ９．２１９３ １２．１５７４ １４．２３３０

　　从上面的结果我们能够看出，采用基于旋转、平
移和尺度不变平稳小波变换，对图像进行小波分解，

利用所提出的去噪方法对分解后的各层高频子带分

别进行去噪处理，能够使各个子带分别收敛于其最

大信噪比。实验结果表明，本文所提出的方法不但

在去除图像中加性相关噪声方面优于基于离散正交

小波变换的去噪法和传统的中值滤波方法，而且在

去除加性高斯白噪声和乘性噪声方面也优于上述两

种算法。能够获得很高的视觉质量和很好的性能指

标，在有效滤除噪声的同时又能很好地保持图像的

细节部分信息。并且对低信噪比的图像去噪时更能

够体现其优越性，然而它的一个缺点就是相对于其

他两种算法而言，计算量大大增加。

　　本文基于旋转、平移与尺度不变平稳小波变换
与“Ｂａｙｅｓｉａｎ阈值估计”原理成功的结合，由于旋转、
平移与尺度不变平稳小波变换具有冗余性和平移不

变性，能够有效消除图像重建时的“吉布斯”现象，

使得去噪重建后图像的视觉质量大大提高。基于

“Ｂａｙｅｓｉａｎ阈值估计”原理在平稳小波域内设计去噪
阈值估计器，能够在各个分辨率下分别获得渐进近

似最优去噪阈值。算法在性能指标上和视觉质量上

均优于基于离散正交的小波阈值去噪的方法和传统

的中值滤波法。
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