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ＵＲ９０多元件激光谐振腔的数值矩阵方法研究
杨美霞，钟　鸣，罗冠泰，何衡湘，任　钢，薛亮平

（西南技术物理研究所，四川 成都６１００４１）

摘　要：以复杂光学元件的复振幅调制函数为基础，建立了复杂腔形的有限元传输矩阵。采用
多元件激光谐振腔的数值矩阵方法计算了 ＵＲ９０腔的各阶本征模式和损耗，与 ＦＦＴ方法计算
结果比较，具有一致性。对数值矩阵计算方法进行分析，总结了计算结果收敛度与离散元之间

的关系，分析了产生这种关系的机理。
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１　引　言
激光器横模结构和空间强度分布决定了激光器

的一些最主要的特性，如激活介质的利用率、光学元

件的尺寸、输出光束传输特性等。通过计算获得的

谐振腔的横模结构，进而分析横模分辨率、失调灵敏

度以及其他各种畸变对输出光束质量的影响程度

等，是对非稳腔性能进行综合评价的重要依据，也是

进一步控制输出光束和优化光束质量的理论前提。

激光模式的计算方法主要有解析方法、数值模拟。

能够得到解析解的激光谐振腔很少，大部分计算采

用数值模拟，其中主要有 ｆｏｘｌｉ迭代［１－２］，ＦＦＴ［３－４］，
有限元数值矩阵方法［５－７］。有限元数值矩阵方法就

是将衍射积分方程以及激光腔光学元件对光场的传

输调制过程化为传输矩阵形式，再通过求解矩阵特

征向量和特征值的方法得到这一系列共振模以及对

应损耗系数。

多光学元件激光谐振腔因为其光学元件多，常

常涉及透镜、透镜阵列、球面反射镜、变反射镜等复

杂光学元件，所以较难求解，特别是有限元数值矩阵

法求解多元件激光谐振腔，文献中鲜有报道。本文

建立了复杂腔形的有限元传输矩阵，并计算了ＵＲ９０
腔的各阶本征模式。对数值矩阵计算方法进行了分

析，总结了计算结果收敛度与离散元之间的关系，分

析了产生这种关系的机理。

２　数值矩阵的构造
２．１　自由空间衍射

从衍射屏开始传播的光场初始复振幅，经过自

由空间传播，到达观察屏的传输过程可以用有限元

方法构造传输矩阵，腔镜的划分如图１所示。衍射
的复振幅变换可由式（１）关系式表述：
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式中，等号左边的向量φ２表示观察屏上的光场复振
幅分布；等号右边的矩阵Ａ１２是表征自由空间传播的
传输矩阵；向量 φ１表示衍射屏上的光场复振幅分
布，即初始光场。光场复振幅向量是将屏上的空间

离散化，每个有限元面积上的复振幅认为是常数，这

些复振幅常数按照一定的顺序排列成向量，就代表屏

上的光场分布。传输矩阵的求解是按照由菲涅

耳－基尔霍夫衍射积分方程求解两屏之间的有限元
两两关系组成的矩阵。

图１　腔镜划分
Ｆｉｇ．１　ｄｉｖｉｓｉｏｎｏｆｍｉｒｒｏｒ

　　下面说明矩阵Ａ１２的构造方法。
设衍射屏上的光场分布为向量 φ１，经过空间衍

射距离Ｌ，得到观察屏的光场分布向量 φ２。由菲涅
耳基尔霍夫衍射积分方程有：

φ２（ｔ）＝
ｉｋ
４π∫Ｓ１∫φ１

ｅ－ｉｋρ（ｓ，ｔ）

ρ
（１＋ｃｏｓα）ｄｓ （２）

其中，ρ是两屏上的两点间的距离；α为两点连线与
光轴的夹角。

将衍射屏和观察屏离散化后：

φ２（ｔ）＝
ｉｋ
４π∑

ｍ

ｓ＝１
φ１（ｓ）

ｅ－ｉｋρ（ｓ，ｔ）

ρ（ｓ，ｔ）
（１＋ｃｏｓα（ｓ，ｔ））ｄＳ（ｓ）

（３）
式中，ｓ，ｔ分别代表衍射屏和观察屏上的离散单元顺
序。其中：

ρ（ｓ，ｔ）＝ （ｘｓ－ｘｔ）
２＋（ｙｓ－ｙｔ）

２＋Ｌ槡
２ （４）

α（ｓ，ｔ）＝ａｒｃｃｏｓ（Ｌ／ρ（ｓ，ｔ）） （５）
令：

Ａ１２（ｓ，ｔ）＝
ｉｋ
４π
ｅ－ｉｋρ（ｓ，ｔ）

ρ（ｓ，ｔ）
（１＋ｃｏｓα（ｓ，ｔ））ｄＳ（ｓ）（６）

则：

φ２（ｔ）＝∑
ｍ

ｓ＝１
Ａ１２（ｓ，ｔ）×φ１（ｓ） （７）

式中，Ｌ为自由空间传播距离；ｄＳ为离散元面积单元。
式（７）的数学含义是向量φ２的第ｔ个元等于矩阵Ａ１２的
第ｔ行与向量φ１相乘，这正是式（１）所表达的意思，所
以根据式（６）得到矩阵Ａ１２就是自由空间衍射的传输矩
阵，传输矩阵的维数和特性与传输距、与离散元划分方

式以及排列方式有关。Ａ１２［ｓ，ｔ］的物理意义为：衍射屏
上单元ｓ的复振幅对观察屏上单元ｔ的复振幅的作用。
２．２　透　镜

光路中透镜的传输矩阵为：
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式中，φ０为透镜前表面复振幅分布；φ为透镜后表面
的光场复振幅分布。因为透镜对复振幅的调制不像

衍射那样两两相关，透镜后表面某一离散元的复振

幅只与前表面对应离散元的复振幅相关，与其他离

散元不相关，所以数值矩阵的非对角元均为零，对角

元的中心部分为透镜的调制函数，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，分别表
示ｎ个位置微元的坐标，ｆ表示透镜的焦距。
２．３　光　阑

以一维光场分布为例，用一个 ｎ维向量［φ１，φ２，
…，φｎ］表示光场分布，若只考虑光阑引起场振幅的变
化，则光阑前后表面的光场分布变化关系就简单表述为：
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（９）
式中，φ０为光阑前表面复振幅分布；φ为光阑后表
面的光场复振幅分布。数值矩阵的非对角元均为

零，对角元的中心部分为１，对角元两边部分为０，对
角元为１的个数取决与光阑的内孔半径。

根据以上构建数值矩阵的思想同样可以得到其

他光学元件的数值矩阵，如高斯反射镜、柱面透镜、

倾斜平面镜等。方便多元件激光谐振腔本征模式的

求解。

３　ＵＲ９０腔数值矩阵计算
根据激光模式自再现原理，有：

φ＝γφ０＝Ａφ０ （１０）
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式中，γ为表示振幅衰减和相位波动的复常数因子；
φ０为能够稳定存在，实现模式自再现的激光模式。
数学意义上，等式（１０）表示为 φ０矩阵 Ａ的特征向
量，γ为对应的特征值，数学上的本征概念等价于物
理上的自再现的概念，所以激光模式的求解归结为

激光腔传输矩阵 Ａ的构造及其特征根特征向量的
求解。

（ａ）振幅

（ａ）ａｍｐｌｉｔｕｄｅ

（ｂ）相位分布

（ｂ）ｐｈａｓｅ

图５　腔内环形一周的最低阶损耗模式
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ＵＲ９０腔是一种典型的多元件激光谐振腔［８］，

如图２所示：Ｍ３Ｍ４代表一个屋脊镜。凹透镜 ｆ１和
凸透镜ｆ２构成扩束系统。Ｚ１Ｚ２是两片端面垂直的
Ｎｄ∶ＹＡＧ陶瓷片，他们共同构成与屋脊镜 Ｍ３Ｍ４相
对的另一个屋脊镜。Ｄ代表输出耦合椭圆孔光阑，
圆孔的半径和增益介质的尺寸决定了系统的放大

率。Ｍ１Ｍ２代表两个平面反射镜，它们共同实现对
光束的空间平移。图１是俯视图，观察面为ｘ－ｚ平
面，ｙ轴方向为垂直纸面向外。屋脊镜Ｚ１Ｚ２的棱位
于ｘ－ｙ平面，与 ｙ轴平行，屋脊镜 Ｍ３Ｍ４的棱也位
于ｘ－ｙ平面内，与 ｙ轴成４５°。以输出耦合镜 Ｄ为
参考平面，光在其环形光路中环形一周后的等效光

路如图３所示。

图２　ＵＲ９０示意图

Ｆｉｇ．２　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｃｈｅｍｅｏｆＵＲ９０

图３　环形腔展开示意图

Ｆｉｇ．３　ｕｎｆｏｌｄｓｋｅｔｃｈｏｆｒｉｎｇｒｅｓｏｎａｔｏｒ

　　图３中平面１处光阑的矩阵 Ａ１１
用关系式（９）构造，平面 ２和平面 ３
两处透镜的矩阵 Ａ２２，Ａ３３分别用关系
式（８）构造，空间衍射传输距离 Ｌ１，
Ｌ２，Ｌ３的矩阵 Ａ１２，Ａ２３，Ａ３１分别由关系
式（６）求得。该腔的传输矩阵 Ａ为各
矩阵依次相乘：

Ａ＝Ａ３１Ａ３２Ａ２３Ａ２２Ａ１２Ａ１１ （１１）

４　计算结果
本文计算了等效菲涅尔数为 １．４，放大率为

１．５６的ＵＲ９０腔模式分布，得到的最低阶损耗模与
ＦＦＴ的计算结果比较，具有一致性。
　　计算结果如图４所示，实线和虚线分别为数值
矩阵方法计算得到的最低阶损耗模和 ＦＦＴ方法计
算的得到自再现模式，ＦＦＴ方法计算无源腔的激光
模式，能得到最低损耗的模式，而数值矩阵方法得到

一系列可能存在的本征模式，其中本征值最大的模

式与 ＦＦＴ迭代方法的计算结果对应。由图４可以
判断，该腔的最低阶损耗模对应横模结构ＴＭＥ０１。

　　ｘ／ｃｍ

图４　最低阶损耗模振幅分布

Ｆｉｇ．４　ａｍｐｌｉｔｕｄｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｌｏｗｅｓｔｌｏｓｓｍｏｄｅ

　　图５（ａ）为最低阶损耗模在腔内环形一周过程
中在腔内各位置处的振幅变化，图５（ｂ）为最低阶损
耗模在腔内环形一周过程中在腔内各位置处的相位

变化。１表示光阑后表面，相位近似平面，光强只有
中心透射部分，边缘部分为０；２表示凹透镜后表面，
经过距离Ｌ１的衍射和透镜的相位调制，变成发散的
球面波，光强分布也发生变化；３表示凸透镜前表
面，４表示凸透镜后表面，从光强分布的变化可以看
到实现了扩束，同时经过与凹透镜虚共交位置的凸

透镜，相位面变为近似平面；５表示光阑前表面，６表
示回到光阑后表面。从变化过程可以看出，１和 ６
的模式分布完全相同，实现了自再现。
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　　数值矩阵方法的优点是可以同时计算多个不同
损耗的可能存在的激光模式，有利于分析腔的选模

特性，模式分辨率，以及对模式控制的理论研究。图

６给出ＵＲ９０腔低阶损耗模的前三个模式，它们对应的
本征值γ分别为０．８５６６－０．２１４９ｉ，０．５１３７－０．５８５０ｉ，
０．７５８０＋０．００６４ｉ。单程损耗系数为１－｜γ｜。

　　ｘ／ｃｍ 　　ｘ／ｃｍ 　　ｘ／ｃｍ
（ａ） （ｂ） （ｃ）

图６　前三个低阶损耗模式

Ｆｉｇ．６　ｔｈｅｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｍｏｄｅｓ

　　数值矩阵方法中离散单元划分对计算结果有影
响，当离散元数目太小，计算不能收敛，得不到具有

物理意义的计算结果。此时将离散元细分，随着离

散元的划分变的详细，计算能够收敛，得到具有物理

意义的激光模式，但是，继续将离散元细分，会发现

代表激光模式的特征向量不变，但其对应的本征值

会逐渐增大，直到离散化的精细程度达到一个最优

的值，本征值才不随着离散元划分的变化而变化，而

达到一个恒定值。这是一个有限元数学思想与物理

实际之间的矛盾。光场的复振幅是表征光场强度和

相位的复数，离散元的取样率必须远大于光场强度

和相位的变化频率，离散元内的复振幅变化才能看

成是复常数，计算结果才逼近真实值。对于菲涅尔

数较大的激光腔，离散元数目取值必须更大。对于

多元件激光谐振腔，除了衍射菲涅尔数，即菲涅耳半

波带数对离散元数目的限制，还有透镜复振幅变换

函数对离散元数目的限制，特别是大光圈透镜，短波

长激光。

５　总　结
本文阐述了多元件激光谐振腔的有限元数值矩

阵方法，以ＵＲ９０腔为例，介绍了多元件激光谐振腔
的矩阵构造，计算了 ＵＲ９０激光谐振腔的各阶激光
模式，与 ＦＦＴ方法计算结果具有一致性，而有限元
数值矩阵方法可以同时计算多阶模式，这点对于腔

的选模特性，模式分辨率，以及对模式控制的研究具

有理论意义。对于离散元数目对计算结果的影响的

规律作了说明，对于方法的优化和计算结果的分析

具有指导意义。
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