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两种近似下被动调 Ｑ速率方程模型的比较研究

李　刚，毛少娟，王元铂，李　莉
（军械工程学院光学与电子工程系，河北 石家庄０５０００３）

摘　要：以被动调Ｑ激光器为研究对象，给出了平面波近似与考虑粒子数空间分布的速率方
程模型，并对速率方程进行了归一化处理，数值求解了速率方程，分析了各综合参量对激光脉

冲性能的影响，并与实验结果进行了比较，分析结果表明：考虑腔内粒子数空间分布时速率方

程理论结果更贴近实际。
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１　引　言
速率方程是研究激光器输出特性的有效理论工

具，Ａ．Ａ．Ｖｕｙｌｓｔｅｋｅ和Ｗ．Ｇ．ｗａｇｎｅｒ首先给出了描述
主动快开关调Ｑ激光器的速率方程组［１－２］，用两个

方程分别描述了腔内光子数密度和激活介质反转粒

子数密度随时间的变化。之后，Ａ．ｓｚａｂ等人给出了
被动调Ｑ激光器的速率方程组，用第三个方程来描
述饱和吸收体粒子数密度随时间的变化［３］。但是，

在以上及其以后的所有研究中都对速率方程作了平

面波近似，即假设腔内光强在光束截面内是均匀分

布的，这显然不符合实际情况，在速率方程中考虑腔

内光强的空间分布已显示出必要性［４］。因此，为了

更精确地描述主动调Ｑ激光脉冲特性，有必要在其
速率方程中考虑腔内光强的空间分布。张行愚等人

建立了考虑粒子数高斯分布的速率方程理论［４－５］。

本文针对基横模运转的被动调 Ｑ激光器，考虑腔内
光强的高斯分布，给出速率方程，并与平面波近似时

的结果在理论与实验方面进行比较研究。

２　速率方程模型
由于调 Ｑ脉冲持续时间很短，为纳秒量级，可

以忽略调Ｑ脉冲形成过程中的泵浦项、自发辐射项
和饱和吸收体的基态恢复项。

２．１　平面波近似下模型
当采用平面波近似时，泵浦光和腔内激光都被

认为在光束截面内是均匀分布的，Ｃｒ４＋∶ＹＡＧ被动调
Ｑ速率方程为［６］：
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　　ｄφｄｔ＝
φ
ｔｒ
２σｎｌ－２σ１３ｎｓｇｌｓ－２σ２４（ｎｓ０－ｎｓｇ）ｌｓ－[ 　

　

ｌｎ １( )Ｒ ]－Ｌ （１）

ｄｎ
ｄｔ＝－γσｃφｎ （２）

ｄｎｓｇ
ｄｔ＝－σ１３ｃφｎ１ （３）

其中，φ为腔内光子数密度；ｎ，σ，ｌ分别为激活介质
的反转粒子数密度、受激发射截面和长度；ｎｓｇ，ｎｓ０分
别为饱和吸收体基态和总粒子数密度；σ１３，σ２４分别
为饱和吸收体的基态和激发态吸收截面；ｌｓ为饱和
吸收体的厚度；ｔｒ为光在谐振腔内往返一周的时间；
Ｌ为激光器的耗散性损耗；γ为反转因子，对应于平
均产生一个光子所消耗的反转粒子数个数：Ｒ为输
出镜反射率。

引入归一化的时间 τ、归一化光子数密度
（τ），再定义一个参量Ｎ：

τ＝ｔｔｒ
ｌｎ １( )Ｒ ＋ｌｎ １Ｔ( )２

０
[ ]＋Ｌ （４）

（τ）＝φ（τ）· ２γσｌ

ｌｎ １( )Ｒ ＋ｌｎ １Ｔ( )２
０
＋Ｌ

（５）

Ｎ＝
ｌｎ １( )Ｒ ＋ｌｎ １Ｔ( )２

０
＋Ｌ

ｌｎ １( )Ｒ ＋ σ２４
σ( )
１３
ｌｎ １Ｔ( )２

０
＋Ｌ

（６）

其中，Ｔ０为饱和吸收体的小信号透过率。
将式（２）～式（６）代入式（１）得到了平面波近似

下的归一化速率方程：

ｄ
ｄτ
＝ｅｘｐ［－Ａ（τ）］－ １－１( )Ｎ ｅｘｐ［－

αＡ（τ）］－ｎ （７）

其中：

Ａ（τ）＝∫
τ

０
（τ）ｄτ （８）

α＝
σ１３
γσ

（９）

式中，α是饱和吸收体漂白难易程度的标志，α越
大，饱和吸收体越容易漂白。

２．２　考虑粒子数高斯分布的模型
实际激光器腔内模式的横向分布是不均匀的，

假定激光器 ＴＥＭ００基模运转，光束的横向分布可近
似为高斯分布。Ｃｒ４＋∶ＹＡＧＴＥＭ００模的腔内光子数

密度可以写为：

φ（ｒ，ｔ）＝φ（０，ｔ）ｅｘｐ －
２ｒ２

ω２( )
ｌ

（１０）

在平面波速率方程中考虑腔内光强、激活介质

反转粒子数密度、饱和吸收体的基态和激发态粒子

数密度的空间分布，得到［７］：

∫
∞

０

ｄφ（ｒ，ｔ）
ｄｔ ２πｒｄｒ＝∫

∞

０

ｄφ（ｒ，ｔ）
ｔｒ

［２σ１３ｎｓｇ（ｒ，ｔ）ｌｓ－

２σ２４［ｎｓ０－ｎｓｇ（ｒ，ｔ）］ｌｓｌｎ
１( )Ｒ －Ｌ］２πｒｄｒ （１１）

ｄｎ（ｒ，ｔ）
ｄｔ ＝－γσｃφ（ｒ，ｔ）ｎ（ｒ，ｔ） （１２）

ｄｎｓｇ（ｒ，ｔ）
ｄｔ ＝－

Ｓｇ
Ｓｓ
σ１３ｃφ（ｒ，ｔ）ｎｓｇ（ｒ，ｔ） （１３）

其中，Ｓｇ，Ｓｓ分别为激光光束在激活介质处和在饱和
吸收体处的光斑半径。初始光子数密度来源于自发

辐射，所以很小，可以写成：

φ（ｒ，０）≈１０－４φｍ（ｒ，ｔ） （１４）
脉冲间隔远大于饱和吸收体的基态恢复时间，

因而：

ｎｓｇ（ｒ，０）＝ｎｓ０ （１５）

ｎ（ｒ，０）＝ｎ（０，０）ｅｘｐ －２ｒ
２

ω２( )
ｐ

（１６）

其中，ωｐ为泵浦光在激活介质中的平均半径；ｎ（０，
０）是初始时刻激光轴上的反转粒子数密度。

把式（１０）、式（１５）、式（１６）代入式（１２）、式
（１３）并积分得：

ｎ（ｒ，ｔ）＝ｎ（０，０）ｅｘｐ －２ｒ
２

ω２( )
ｐ
ｅｘｐ －γσｃ∫

ｔ

０
φ（０，ｔ）ｄｔ[ ·

ｅｘｐ －２ｒ
２

ω２( ) ]
ｌ

（１７）

ｎｓｇ（ｒ，ｔ）＝ｎｓ０ｅｘｐ －
Ｓｇ
Ｓｓ
σ１３ｃ·∫

ｔ

０
φ（０，ｔ[ ）·

ｅｘｐ －２ｒ
２

ω２( ) ]
ｌ

（１８）

将式（１０）、式（１７）、式（１８）代入式（１１）得：
ｄφ（ｒ，ｔ）
ｄｔ ＝４σｎ（０，０）ｌφ（０，ｔ）

ω２ｌｔｒ
∫
∞

０
ｅｘｐ［－γσｃ∫

ｔ

０
φ（０，

ｔ）ｄｔ·ｅｘｐ －２ｒ
２

ω２( )
ｌ
］·ｅｘｐ［－２ｒ２ １

ω２( )
ｌ
＋１
ω２ｐ
］２ｒｄｒ－

４（σ１３－σ２４）ｎｓ０ｌｓφ（０，ｔ）
ω２ｌｔｒ

∫
∞

０
ｅｘｐ［－

Ｓｇ
Ｓｓ
σ１３ｃ∫

ｔ

０
φ（０，ｔ）ｄｔ·

ｅｘｐ －２ｒ
２

ω２( )
ｌ
］·ｅｘｐ －２ｒ

２

ω２( )
ｌ
２ｒｄｒ－φ（０，ｔ）ｔｒ

［ｌｎ １( )Ｒ ＋
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σ２４
σ( )
１３
ｌｎ １Ｔ( )２

０
＋Ｌ］ （１９）

方程（１９）即为考虑腔内光强分布时，激光轴上
光子密度φ（０，ｔ）随时间变化的微分方程。

引入归一化的时间 τ、归一化光子数密度 （ｒ，
τ），再定义一个参量Ｎ：

τ＝ｔｔｒ
［ｌｎ １( )Ｒ ＋ｌｎ １Ｔ( )２

０
＋Ｌ］ （２０）

（ｒ，τ）＝φ（ｒ，τ）· ２γσｌ

ｌｎ １( )Ｒ ＋ｌｎ １Ｔ( )２
０
＋Ｌ

（２１）

Ｎ＝
ｌｎ １( )Ｒ ＋ｌｎ １Ｔ( )２

０
＋Ｌ

ｌｎ １( )Ｒ ＋ σ２４
σ( )
１３
ｌｎ １Ｔ( )２

０
＋Ｌ

（２２）

将式（２０）、式（２１）、式（２２）代入式（１９）整
理得：

ｄ（０，τ）
ｄτ

＝（０，τ）∫
１

０
ｅｘｐ［－Ａ（τ）·ｙβ］ｄｙ－

１－１( )Ｎ （０，τ）１－ｅｘｐ［－αＡ（τ）］αＡ（τ）
－（０，τ）Ｎ （２３）

方程（２３）即为描述归一化光子数密度随归一
化时间变化的微分方程，式中：

ｙ＝ｅｘｐ －２ｒ２ １
ω２ｌ＋ω

２( )[ ]
ｐ

（２４）

β＝ １
１＋（ωｌ／ωｐ）

２ （２５）

Ａ（τ）＝∫
τ

０
（０，τ）ｄτ （２６）

α＝
σ１３Ｓｇ
γσＳｓ

（２７）

３　数值分析
式（２３）是高斯分布下的归一化速率方程，它的

解由三个复合参量α，
ωｐ
ωｌ
，Ｎ决定，而式（７）是平面波

近似下的归一化速率方程，它的解只由两个复合参

量α和Ｎ决定。通过求解这两个微分方程可得到
归一化的光子数密度（０，τ）和（τ）随时间τ的变
化曲线。定义 ｍ和 Δτ分别是归一化的光子数密
度的峰值和脉宽，ｉｎｔｅｇ是归一化的光子数密度对 τ

从零到无穷的积分值，可得到这三个量与 α，
ωｐ
ωｌ
，Ｎ

的关系曲线。对于实验中采用的激光器，其参数为：

σ１３＝４．３×１０
－１８ｃｍ２，σ２４＝８．２×１０

－１９ｃｍ２，σ＝
２．５×１０－１８ｃｍ２，ｈν＝１．８６×１０－１９Ｊ，α＝２．６，γ＝

０．７１，ωｐ＝０．４１ｍｍ，ωｌ＝＝０．２１１ｍｍ，ｔｒ＝０．２３ｎｓ，
Ｌ＝０．０３，Ｔ０＝０．７９５，Ｒ＝０．９３２。可以计算出高斯近

似情况下：Ｎ＝３，
ωｐ
ωｌ
＝１．９，α＝２．６，平面波近似情况

下：Ｎ＝３，α＝２．４。首先，图 １～图 ３给出当
ωｐ
ωｌ
＝

１．９，α分别为２．６和２．４时，两种情况下 ｍ，ｉｎｔｅｇ，
Δτ与Ｎ的变化关系曲线。图４～图６给出当 Ｎ＝

３，α分别为２．６和２．４时，ｍ，ｉｎｔｅｇ，Δτ与
ωｐ
ωｌ
的变化

关系曲线。

　　Ｎ

图１　ｍ与Ｎ的关系曲线

　　Ｎ

图２　ｉｎｔｅｇ与Ｎ的关系曲线

　　Ｎ

图３　Δτ与Ｎ的关系曲线

　　ωｐ／ωｌ
图４　ｍ与ωｐ／ωｌ的关系曲线

９０１１激 光 与 红 外　Ｎｏ．１０　２０１１　　　　　　　　　李　刚等　两种近似下被动调Ｑ速率方程模型的比较研究



　　ωｐ／ωｌ

图５　ｉｎｔｅｇ与ωｐ／ωｌ的关系曲线

　　ωｐ／ωｌ

图６　Δτ与ωｐ／ωｌ的关系曲线

由图１～图３可以看出 ｍ，ｉｎｔｅｇ随 Ｎ的增加单
调递增，Δτ随 Ｎ的增加单调递减，当 Ｎ较大时 Δτ
趋向于一定值，两种理论下 ｍ值相当，但 ｉｎｔｅｇ，Δτ
值相差较大。由图４～图６可以看出平面波近似理

论下ｍ，ｉｎｔｅｇ，Δτ与
ωｐ
ωｌ
无关，高斯理论下ｍ，ｉｎｔｅｇ随

ωｐ
ωｌ
的增加单调递增，当 ωｐωｌ或 ωｐωｌ时，ｍ，

ｉｎｔｅｇ趋向于一个定值，Δτ随
ωｐ
ωｌ
的增加单调递减，当

ωｐ
ωｌ
较小时，Δτ趋向于无穷大，当 ωｐωｌ时 Δτ趋向

于一个定值。

４　与实验结果的比较
实验测量装置如图７所示，采用输出镜反射率

Ｒ为９３．２％为，Ｃｒ４＋∶ＹＡＧ晶体的初始透过率 Ｔ０为

７９．５％；Ｎｄ３＋∶ＹＡＧ的直径为５ｍｍ，长度为８０ｍｍ，

采用脉冲氙灯进行泵浦；Ｃｒ４＋∶ＹＡＧ镀１．０６μｍ增

透膜，放于Ｍ１与Ｎｄ３＋∶ＹＡＧ之间；光阑Ａ可以保证
激光器基横模运转；激光腔长为５２ｃｍ，激光器单脉
冲运转，脉冲能量Ｅ由ＮＪ－Ｊ１型激光能量计进行测
量，脉冲宽度Ｗ由ＭＲＤ５００快速光电二极管接收后
由ＰＭ３２６６存储示波器进行显示，脉冲峰值功率 Ｐ
近似由 Ｅ／Ｗ求得。实验值由 ５次测量值求平均
得到。

图７　实验测量装置

平面波近似理论中脉冲能量Ｅ，峰值功率Ｐｍ和

脉冲宽度Ｗ可如式（２８）～式（３０）所示［８］：

Ｅ＝Ａｈν２σγ
ｌｎ １( )Ｒ ｉｎｔｅｇ （２８）

Ｐｍ＝
Ａｈν
２σγｔｒ

ｌｎ １( )Ｒ ＋ｌｎ １Ｔ( )２
０

[ ]＋Ｌｌｎ １( )Ｒ ｍ
（２９）

Ｗ＝
Δτ·ｔｒ

ｌｎ １( )Ｒ ＋ｌｎ １Ｔ( )２
０
＋Ｌ

（３０）

高斯理论中脉冲能量Ｅ、峰值功率Ｐｍ和脉冲宽

度Ｗ可如式（３１）～式（３３）所示［７］：

Ｅ＝
πω２ｌｈν
４σγ

ｌｎ １( )Ｒ ｉｎｔｅｇ （３１）

Ｐｍ＝
πω２ｌｈν
４σγｔｒ

ｌｎ １( )Ｒ ＋ｌｎ １Ｔ( )２
０

[ ]＋Ｌｌｎ １( )Ｒ ｍ
（３２）

Ｗ＝
Δτ·ｔｒ

ｌｎ １( )Ｒ ＋ｌｎ １Ｔ( )２
０
＋Ｌ

（３３）

由图１～图６以及式（２８）～式（３３）可以得到两
种模型下脉冲能量 Ｅ，峰值功率 Ｐｍ和脉冲宽度 Ｗ
的理论值，与实验结果的比较如表１所示。
表１　两种模型下的理论结果与实验结果比较

参数
平面波近似情况下 高斯近似情况下

理论值 实验值误差／％理论值 实验值误差／％

Ｅ（脉冲能量）／ｍＪ ５．５ ５ １０ ５．４ ５ ８

Ｐｍ（峰值功率）／ｋＷ ０．４５ ０．２６ ７３．１ ０．２５ ０．２６ ３．８

Δτ（脉宽）／ｎｓ ９．８ １９ ４８．４ １７ １９ １０．５

　　可以看出两种情况脉冲能量 Ｅ理论值与实验
值都吻合的很好，但脉宽值平面波的结果与实验值

差距较大，几乎只有实验值的一半大小，而高斯近似

结果和实验值相当。可见：考虑腔内光强空间分布

时所得的理论结果比采用平面波近似时所得的理论

结果更合乎实际情况。分析原因如下：平面波近似

表示漂白过程在Ｃｒ４＋径向截面内是同时发生，而高
斯近似非均匀分布特点导致漂白过程是中心先振，

边缘滞后，影响脉宽。
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５　结　论
对Ｃｒ４＋∶ＹＡＧ被动调Ｑ激光器进行了理论与实

验研究。对腔内光强空间分布为平面波近似与高斯

近似两种情况进行比较研究，并与实验结果比较，研

究结果表明，考虑粒子数高斯分布时所得的理论结

果比采用平面波近似的结果更合乎实际情况。
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