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水平式望远镜静态指向误差的建模与修正
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摘　要：对水平式望远镜静态指向误差进行建模与修正。根据水平式望远镜具体构架，设立地
平坐标系和照准坐标系，推导出水平坐标系、地平坐标系和照准坐标系之间的转换公式，考虑

望远镜的三轴误差和编码器误差等因素，建立水平式望远镜静态指向误差补偿模型（以下简

称本文模型）。通过实测得到的恒星坐标数据对球谐函数模型、基本物理参数模型及本文模

型行修正验证，实验结果表明，某型水平望远镜采用本文模型修正后，设备总指向精度由修正

前的１５０９６″，提高到４１２″，满足系统总体提出的精度要求，能够广泛地应用于科研和工程
领域。
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１　引　言
自２０世纪６０年代起，可以观测到的大于１０ｃｍ

的空间碎片逐年增加，平均每年增加２００个，现在已

观测到的空间碎片总数已超过１００００个。空间碎片
具有一定的速度，可能会与航天器发生碰撞，影响其

正常工作，甚至是使其不能再工作。因此，空间碎片



探测技术具有重要的现实意义和应用价值，空间碎

片探测手段主要有两种：天基观测技术和地基观测

技术［１］，地基观测技术又分为雷达技术和光学望远

镜技术；本文主要对地基水平式光学望远镜进行研

究。水平式望远镜因为在天顶处无盲区［２］，且经纬

轴工作在范围内，可覆盖空域中任一位置的运动目

标，因此具有很大的优势。

静态指向精度是光学望远镜的主要技术指标

之一［３－４］。在望远镜安装与调试过程中时常引入安

装误差，造成望远镜实际静态指向偏离理论值。为

获得更好、更精确的指向，应对其进行误差建模和修

正。本文介绍了常用的两种补偿模型，球谐函数模

型和基本参数模型，并通过坐标系之间的旋转变换

推导等，给出本文所建立的模型。采用某型水平式

光电望远镜系统进行了相关实验，对观测得到的数

据进行模型修正，使用最小二乘法拟合出模型系数、

残差，求得望远镜的总指向精度，并对三种模型的修

正结果进行对比。实验结果表明，本文所建立的模

型优于基本参数模型和球谐函数模型，满足系统总

体提出的精度要求，能够广泛地应用于科研和工程

领域。

２　水平式望远镜静态误差补偿模型
２１　球谐函数模型［５－６］

球谐函数模型是纯数学模型，利用球函数对定

义在球面上的函数，进行分离变量、傅里叶级数展

开、勒让德多项式展开等过程，推得球谐函数模型公

式为：

ΔＬｃｏｓＢ＝ａ０＋ａ１ｓｉｎＢ＋ａ２ｃｏｓＬｃｏｓＢ＋ａ３ｓｉｎＬｃｏｓＢ
＋ａ４ｓｉｎ

２Ｂ＋ａ５ｃｏｓＬｓｉｎＢｃｏｓＢ＋ａ６ｓｉｎＬｓｉｎＢｃｏｓＢ
＋ａ７ｓｉｎ

３Ｂ＋ａ８ｃｏｓＬｓｉｎ
２ＢｃｏｓＢ＋ａ９ｓｉｎＬｓｉｎ

２ＢｃｏｓＢ
＋ａ１０ｓｉｎ

４Ｂ＋ａ１１ｃｏｓＬｓｉｎ
３ＢｃｏｓＢ＋ａ１２ｓｉｎＬｓｉｎ

３ＢｃｏｓＢ

（１）
ΔＢ＝ｂ０＋ｂ１ｓｉｎＢ＋ｂ２ｃｏｓＬｃｏｓＢ＋ｂ３ｓｉｎＬｃｏｓＢ

＋ｂ４ｓｉｎ
２Ｂ＋ｂ５ｃｏｓＬｓｉｎＢｃｏｓＢ＋ｂ６ｓｉｎＬｓｉｎＢｃｏｓＢ

＋ｂ７ｓｉｎ
３Ｂ＋ｂ８ｃｏｓＬｓｉｎ

２ＢｃｏｓＢ＋ｂ９ｓｉｎＬｓｉｎ
２ＢｃｏｓＢ

＋ｂ１０ｓｉｎ
４Ｂ＋ｂ１１ｃｏｓＬｓｉｎ

３ＢｃｏｓＢ＋ｂ１２ｓｉｎＬｓｉｎ
３ＢｃｏｓＢ

（２）
２２　基本参数模型［７－８］

基本参数模型是根据望远镜的工作原理，应用

具有明确物理意义的系数建立的数学模型。一般来

说，望远镜因制造、加工、装配等会引入各项误差。

一般考虑以下几个误差：

（１）经轴水平倾斜误差（ε）：经轴不水平；

（２）经轴南北指向误差（θ）：经轴在水平面上
的投影与当地南北线不平行；

（３）照准差（Ｃ）：纬轴与视轴不垂直；
（４）经纬轴垂直度误差（）：经轴与纬轴不

垂直；

（５）经轴和纬轴编码器零位误差（μ，ｕ）；
（６）经纬轴编码器安装偏心误差常数 ａ１，ａ２，

ａ′１，ａ′２。
综合考虑各项误差，得到模型表达式为：

ΔＬ＝εｓｉｎＬｔａｎＢ＋θｃｏｓＬｔａｎＢ＋ｔａｎＢ＋ＣｓｅｃＢ＋
ａ１ｓｉｎＬ＋ａ２ｃｏｓＬ＋μ （３）

ΔＢ＝εｃｏｓＬ＋θｓｉｎＬ＋ａ′１ｓｉｎＢ＋ａ′２ｃｏｓＢ＋ｕ

（４）
２３　本文模型

根据水平式望远镜的具体构架，设立地平坐

标系和照准坐标系。推导水平坐标系与地平坐标

系的转换公式，对其进行全微分，得到地平坐标系

误差与指向误差的关系式；由地平坐标系旋转到

照准坐标系，旋转矩阵含有码器读数、经轴水平倾

斜误差和南北指向误差及照准差，再由地平坐标

系与照准坐标系的关系，推导出误差补偿模型。

此外考虑不与三轴误差耦合的编码器误差，最终

获得水平式望远镜静态指向误差补偿模型，以下

称简称本文模型。

２３１　坐标系
设有一地平坐标系Ｏ－ＸＹＺ，其中，Ｚ轴与测站

水平面垂直，Ｘ轴和 Ｙ轴在水平面内，轴指向大地
北，Ｘ轴与Ｙ轴垂直，组成右手坐标系。实际上，该坐
标系的各轴指向分别为水平望远镜三轴零位时（理

想情况）的纬轴、经轴、视轴。

设有一照准坐标系Ｏ－ｘｙｚ，其中，ｚ轴为照准目
标后视轴的指向，ｘ轴和ｙ轴垂直指向东西，ｘ轴与ｙ
轴和ｚ轴正交，组成右手系。Ｏ－ｘ′ｙ′ｚ′是在有系统误
差（如水平倾斜误差、经轴南北指向误差、照准差

等）的情况下的照准坐标系，其中，ｚ′轴为实际照准
目标后视轴的指向。

２３２　建模过程
１）水平坐标系到地平坐标系变换
从图１可得：











Ｘ
Ｙ
Ｚ
＝Ｒ

ｓｉｎＬｃｏｓＢ
ｓｉｎＢ
ｃｏｓＬｃｏｓ









Ｂ

（５）

可推得：
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ΔＬ＝ １
ｃｏｓＬｃｏｓＢ

ΔＸ
Ｒ ＋ｔａｎＬｔａｎＢ

１
ｃｏｓＢ

ΔＹ
Ｒ （６）

ΔＢ＝ １
ｃｏｓＢ

ΔＹ
Ｒ （７）

由式（６）、（７）可知，只要求出 ΔＸＲ、
ΔＹ
Ｒ，就可以

推出经轴纬轴在有误差的情况下的偏差。

图１　水平坐标系
Ｆｉｇ１ＡＬＴＡＬＴｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

２）地平坐标系与照准坐标系的关系

目标在照准坐标系的坐标为

０
０









Ｒ
，在地平坐标

系中坐标为










Ｘ
Ｙ
Ｚ
。它们之间的关系为：











Ｘ
Ｙ
Ｚ
＝Ｍ

０
０









Ｒ

（８）

其中，Ｍ为两者之间的旋转矩阵。
３）推导旋转矩阵Ｍ ［９－１０］

矩阵Ｍ是地平坐标系与照准坐标系间的转换
矩阵，望远镜从零位照准目标不仅转动Ｌ和Ｂ角，同
时也转动了ｖ，Ｃ，，ｖ为经轴与水平面的夹角，Ｃ为
照准差，为经纬轴垂直度误差，即矩阵Ｍ包含了编
码器读数、三轴误差。由于坐标系旋转有次序，因此

每个角度旋转顺序应与设备测量的物理过程相符。

根据水平式望远镜的架构，可知坐标系变换的旋转

顺序。

（１）绕任意轴 Ｌ（ｃｏｓＬｖ，０，ｓｉｎＬｖ），Ｌｖ为实际经轴
对平面ＸＯＺ投影，与Ｘ轴的夹角。旋转ｖ（经轴南北指
向误差、水平倾斜误差的综合误差），其旋转矩阵为：

Ｍｖ＝

ｃｏｓ２Ｌｖ（１－ｃｏｓｖ）＋ｃｏｓｖ －ｓｉｎＬｖｓｉｎｖ ｓｉｎＬｖｃｏｓＬｖ（１－ｃｏｓｖ）

ｓｉｎＬｖｓｉｎｖ ｃｏｓｖ －ｃｏｓＬｖｓｉｎｖ

ｓｉｎＬｖｃｏｓＬｖ（１－ｃｏｓｖ） ｃｏｓＬｖｓｉｎｖ ｃｏｓｖ＋ｓｉｎ２Ｌｖ（１－ｃｏｓｖ









）

（９）

由图２，ＯＣ所在直线表示实际经轴，假设ＯＣ长
度为ａ，ＯＡ为经轴在水平面的投影，∠ＡＯＣ为经轴
的水平倾斜误差，∠ＡＯＢ为经轴南北指向误差，
∠ＢＯＣ为经轴与水平面的夹角。计算得到：

ｖ＝ａｒｃｃｏｓθ
ｃｏｓ( )ε （１０）

图２　旋转角ｖ

Ｆｉｇ２Ａｎｇｌｅｏｆｒｏｔａｔｉｏｎｖ

（２）绕Ｙ轴旋转Ｌ，旋转矩阵为：

ＭＬ ＝
ｃｏｓＬ ０ ｓｉｎＬ
０ １ ０
－ｓｉｎＬ ０ ｃｏｓ









Ｌ

（１１）

（３）绕Ｚ轴旋转 （经纬轴垂直度误差），旋转
矩阵为：

Ｍ ＝
ｃｏｓ －ｓｉｎ ０
ｓｉｎ ｃｏｓ ０









０ ０ １

（１２）

（４）绕Ｘ旋转Ｂ，旋转矩阵为：

ＭＢ ＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓＢ ｓｉｎＢ
０ －ｓｉｎＢ ｃｏｓ









Ｂ

（１３）

（５）绕Ｙ旋转Ｃ（照准差），旋转矩阵为：

ＭＣ ＝
ｃｏｓＣ ０ ｓｉｎＣ
０ １ ０

－ｓｉｎＣ ０ ｃｏｓ









Ｃ

（１４）

综合以上，从地平坐标系旋转到实际照准坐标

系的旋转矩阵为：

Ｍ ＝ＭｖＭＬＭＭＢＭＣ （１５）

由式（８）、（１５），可以求得ΔＸＲ、
ΔＹ
Ｒ，结合式（６）、

式（７），推导出由三轴误差引起的望远镜指向的误
差修正公式。此外，常考虑的误差项还有编码器误

差，编码器误差分为零点差和码盘偏心。

（１）零点差［８］

当视轴指向天顶时经轴编码器读数，称为经轴

零位误差，纬轴编码器读数，称为纬轴零位差。

ΔＬ＝ａ′０
ΔＢ＝ｂ′{

０

（１６）
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　　（２）码盘偏心引起的指向误差［８］

ΔＬ＝
ε１ｓｉｎ（Ｌ－Ｌ０）

ｒ

ΔＢ＝
ε１ｓｉｎ（Ｂ－Ｂ０）{

ｒ

（１７）

因此总的误差补偿公式为：

ΔＬ＝ａ０－ａ１
１

ｃｏｓＬｃｏｓＢ＋ａ２
１
ｃｏｓＢ＋ａ３

ｔａｎＬ
ｃｏｓＢ＋

ａ４
ｔａｎＢ
ｃｏｓＬ＋ａ５

ｔａｎＬｔａｎＢ
ｃｏｓＢ ＋ａ６ｔａｎＬｔａｎＢ＋ａ７ｔａｎＢ＋

ａ８
ｓｉｎＬｔａｎＬｔａｎＢ
ｃｏｓＢ ＋ａ９

ｃｏｓＬｔａｎＬｔａｎＢ
ｃｏｓＢ ＋

ａ１０
ｓｉｎＬｓｉｎＢｔａｎＬｔａｎＢ

ｃｏｓＢ ＋ａ１１
ｃｏｓＬｓｉｎＢｔａｎＬｔａｎＢ

ｃｏｓＢ ＋

ａ１２ｓｉｎＬｔａｎＬｔａｎＢ＋ａ１３ｃｏｓＬｔａｎＬｔａｎＢ＋ａ１４ｓｉｎＬ＋ａ１５ｃｏｓＬ （１８）

ΔＢ＝ｂ０＋ｂ１
１
ｃｏｓＢ＋ｂ２

ｓｉｎＬ
ｃｏｓＢ＋ｂ３

ｃｏｓＬ
ｃｏｓＢ＋ｂ４ｓｉｎＬｔａｎＢ

＋ｂ５ｃｏｓＬｔａｎＢ＋ｂ６ｓｉｎＬ＋ｂ７ｃｏｓＬ＋ｂ８ｓｉｎＢ＋ｂ９ｃｏｓＢ （１９）
其中：

ａ０ ＝ｓｉｎＬｖｃｏｓＬｖ（１－ｃｏｓｖ）ｃｏｓＣ＋ａ０
ａ１ ＝－ｓｉｎＬｖｓｉｎｖｓｉｎｓｉｎＣ
ａ２ ＝［ｃｏｓ

２Ｌｖ（１－ｃｏｓｖ）＋ｃｏｓｖ］ｃｏｓｓｉｎＣ
ａ３ ＝－ｓｉｎＬｖｃｏｓＬｖ（１－ｃｏｓｖ）ｃｏｓｓｉｎＣ
ａ４ ＝－ｓｉｎＬｖｓｉｎｖｃｏｓｃｏｓＣ
ａ５ ＝ｃｏｓｖｓｉｎｓｉｎＣ
ａ６ ＝ｓｉｎＬｖｃｏｓＬｖ（１－ｃｏｓｖ）ｓｉｎｃｏｓＣ
ａ７ ＝－［ｃｏｓ

２Ｌｖ（１－ｃｏｓｖ）＋ｃｏｓｖ］ｓｉｎｃｏｓＣ
ａ８ ＝ｃｏｓＬｖｓｉｎｖｃｏｓｓｉｎＣ
ａ９ ＝ｓｉｎＬｖｓｉｎｖｃｏｓｓｉｎＣ
ａ１０ ＝－ｃｏｓＬｖｓｉｎｖｓｉｎｃｏｓＣ
ａ１１ ＝－ｓｉｎＬｖｓｉｎｖｓｉｎｃｏｓＣ
ａ１２ ＝ｓｉｎＬｖｓｉｎｖｃｏｓＣ
ａ１３ ＝－ｃｏｓＬｖｓｉｎｖｃｏｓＣ

ａ１４ ＝
ε１
ｒｃｏｓＬ０

ａ１５ ＝－
ε１
ｒｓｉｎＬ０

ｂ０＝ｂ０′
ｂ１＝ｃｏｓｖｓｉｎｓｉｎＣ
ｂ２＝ｃｏｓＬｖｓｉｎｖｃｏｓｓｉｎＣ
ｂ３＝ｓｉｎＬｖｓｉｎｖｃｏｓｓｉｎＣ
ｂ４＝－ｃｏｓＬｖｓｉｎｖｓｉｎｃｏｓＣ
ｂ５＝－ｓｉｎＬｖｓｉｎｖｓｉｎｃｏｓＣ
ｂ６＝ｓｉｎＬｖｓｉｎｖｃｏｓＣ
ｂ７＝－ｃｏｓＬｖｓｉｎｖｃｏｓＣ

ｂ８＝
ε２
ｒｃｏｓＢ０

ｂ９＝－
ε２
ｒｓｉｎＢ０

３　测量实验与结果
３１　实验设备

为验证本文模型的有效性和合理性，本文采用

某型水平式光电望远镜系统进行了相关实验。表１
与图３为本文采用某型水平式望远镜系统的具体参
数及其照片。

表１　４０ｃｍ光电望远镜系统具体参数
Ｔａｂ．１Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅ４０ｃｍｌｅｖｅｌ

ｍｏｕｎｔｉｎｇｔｅｌｅｓｃｏｐｅ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｖａｌｕｅ

Ａｐｅｒｔｕｒｅ ４００ｍｍ

Ｆｏｃａｌｌｅｎｇｔｈ ６００ｍｍ

Ｓｐｅｃｔｒａｌｒａｎｇｅ ５００～８００ｍｍ

Ｆｉｅｌｄｏｆｖｉｅｗ ４６９′×４６．９′

ＡｃｔｉｖｅＰｉｘｅｌｓ ５１２×５１２

Ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ５５０″

图３　４０ｃｍ水平式望远镜

Ｆｉｇ３４０ｃｍｌｅｖｅｌｍｏｕｎｔｉｎｇｔｅｌｅｓｃｏｐｅ

３２　误差模型修正实验
在Ｔｙｃｈｏ－２星表中选取全天分布较为均匀的

６８颗恒星进行观测［８］，得到恒星的理论位置 Ｌ０、Ｂ０
和观测位置 Ｌ、Ｂ，作为内符合数据验证本文模型。
再选取７８颗恒星进行观测，作为外符合数据验证此
模型。

水平式望远镜观测６８恒星的测量误差为：

ΔＬ＝Ｌ－Ｌ０
ΔＢ＝Ｂ－Ｂ{

０

（２０）

对观测得到的 ΔＬ、ΔＢ分别对本文模型（式
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（１８）、式（１９））、球谐函数模型和基本参数模型进行
最小二乘拟合。表 ２为对本文模型拟合后确定的
系数。

表２　模型系数
Ｔａｂ．２Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｍｏｄｉｆｉｅｄｍｏｄｅｌ

ｆｒｏｍｄａｔａｏｆ６８ｓｔａｒｓ

ＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆΔＬ Ｖａｌｕｅ／（″） ＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆΔβ Ｖａｌｕｅ／（″）

ａ０ －２６９９４ ｂ０ －１４６４４

ａ１ ３００４ ｂ１ ３２５

ａ２ １８６３５ ｂ２ ０１１

ａ３ －１４１２ ｂ３ ２７５

ａ４ －８８６ ｂ４ １９４

ａ５ －２３８４ ｂ５ ８１４

ａ６ １４４４ ｂ６ ９０８１

ａ７ －８１７５ ｂ７ ３５０２

ａ８ １６２７ ｂ８ ４８７１

ａ９ １２０６ ｂ９ ８１５

ａ１０ －１２９３

ａ１１ １３５３

ａ１２ １８７４

ａ１３ ６０７１

ａ１４ ２７０２

ａ１５ ３９０４

经轴Ｌ、纬轴Ｂ静态指向精度及总静态指向采
用标准差计算公式［１１］，即：

σＬ ＝
∑ΔＬ２ｉ
ｎ－槡 １　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （２１）

σＢ ＝
∑ΔＢ２ｉ
ｎ－槡 １　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （２２）

σ＝ σＬ
２＋σＢ槡

２ （２３）
其中，ΔＬｉ，ΔＢｉ为第ｉ个数据的观测值与拟合值的残
差；ｎ为观测恒星的个数。

利用式（２１）、（２２）、（２３）分别求出三种模型拟
合得到的经轴静态指向精度、纬轴静态指向精度和

总静态指向精度。从表３可以看到基本参数模型及
球谐函数模型修正后的总静态指向精度分别为

６７３″和７０９″。本文模型对于内符合数据的总静态
指向精度为４１２″，对于外符合数据的总静态指向精
度为５０６″。实验结果证明本论文推导出模型具有
稳定性和合理性，亦能满足对望远镜的指向补偿修

正需要。

表３　三种模型对４０ｃｍ水平式望远镜
的指向精度的修正

Ｔａｂ．３Ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｓｏｆａｌｅｖｅｌｍｏｕｎｔｉｎｇ
ｔｅｌｅｓｃｏｐｅｂｙｔｈｒｅｅｍｏｄｅｌ

ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｍｏｄｅｌ

ｓｐｈｅｒｉｃａｌ
ｈａｒｍｏｎｉｃｓ
ｍｏｄｅｌ

Ｔｈｅｍｏｄｅｌ
ｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒ

（ｉｎｎｅｒｐｒｅｃｉｓｉｏｎ）

Ｔｈｅｍｏｄｅｌ
ｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒ

（ｏｕｔｅｒｐｒｅｃｉｓｉｏｎ）

σＬ／（″） ５８３ ６００ ３６８ ４３７

σＢ／（″） ２４５ ２６２ １８７ ２５７

σ／（″） ６３２ ６５４ ４１２ ５０６

图４和图５是经本文模型进行修正前后该望
远镜的经度和纬度的残差图。其中，Ｌ与Ｂ的单位
为度，ΔＬ与 ΔＢ的单位为秒。从图中可以看出修正
前后水平式望远镜指向误差的大小对比，拟合效

果明显。

图４　修正前残差图

Ｆｉｇ４ＲｅｓｉｄｕｅｓｏｆＬａｎｄＢｂｅｆｏｒｅｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ
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图５　修正后残差图

Ｆｉｇ５ＲｅｓｉｄｕｅｓｏｆＬａｎｄＢａｆｔｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ

４　结　论
对水平式望远镜静态指向误差建模，并利用某

型水平式望远镜观测到的实测数据，进行修正实验，

实验结果表明，采用本文新建模型，将某型水平式望

远镜的修正之前的总指向精度 １５０９６″，提高到
４１２″，此外，采用一组外符合数据进行试验验证，采
用本文新建模型进行修正后，某型水平式望远镜静

态总指向精度为５０６″。该模型优于基本参数模型
和球谐函数模型，各参数具有物理意义，稳定性强，

能够满足系统总体提出的精度要求，也能够广泛地

应用于科研和工程领域。
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